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摘 要

本文推广关于 Vol t e r r a 方程稳定性的研究
,

对一类比较广泛的生态系统
,

利 用 微 分

矩方法构造相应的李雅普诺夫函数
,

从而给出其正平衡点全局稳定性的一些充分条件
.

并讨

论了几个比 V ol t e r : a方程有更强非线性的生态系统模型的稳定性问题
.

粼 模型和李雅普诺夫函数

在生态系统的稳定性研究中
,

大量的工作 〔` 一 “〕从事 于 V ol t e r r a
模型

:

x ` 二 x i (
, i + 艺 a ` , x ,

)
,

i = l
, 2 ,

…
, n ( l

。

1 )

月

这里 ix 表示第 i个物种的数量或密度
,

其增长率为右 + 名 ia 了x , ,

其中
, `为内察增 长 率

,

j
“ 1

当其他物种不存在时
, , `> 0或 < O分别表示物种 i的增长或死亡速率 , al’ `表示由于各种原

因 (如环境局限和有限的食物资源等 )对自身增长率的抑制 ( ia ` < 0) 或互 助 ( ia `> 0) 或无

影响 (
。 “ 二 0) , 而。 ij( i今了)表示种群 i和种群了的相互作用

,
ia j > O或 < O分别表示种群了有

利或妨碍种群 i的生长影响
,

ia 了= O则表示种群 j对种群 i无影响
。

显然
,

我们的讨论只对

右》 0 ( i 二 1
,
2

,

…
,

n) 才有意义
,

故本文所讨论的
“

全局
”

稳定性是指在区域 ix > 0而言的
。

如果方程 l(
.

; )有正平 衡点!x(
,

xs’
,

…
,

:x)
,

才>0 =i(
1

, 2 ,

…
, ,

)
,

即成立

,、 +

会
。 ; s x

亨
= 。 ,

* = 1 ,
2

,

…
, :

( 1
。

2 )
j

. 1

在讨论这个平衡点的全局稳定性时
,

最常用而且最恰当的李雅普诺夫函数是

V `X ! ,

一
, =

燕
, “ X `
一犷一丁,一

` /X

犷,
,

( 1
.

3 )

其中 勿> 0( f = 1
,

2
,

…
,

幻 是常数
,

这个函数的产生及其对解决方程 ( 1
.

1) 稳 定 性 的作

用
,

可根据一般稳定性定理利用构造李雅普诺夫函数的微分矩方法川 来进 行 分析
。

此

时
,

可求出函数 V关于方程 ( 1
.

1) 对 t的全导数为

本文于 19韶年 4月收到
.
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V ( x : ,

…
, x ”

) = ( x 一 x .
)

T B ( x 一 x .
)

其中 ( : 一 ` .
) = (二

: 一 二

户
, … , x ” 一 x

: )
T
为列向量

,

( 1
.

4 )

B =

李 ( PA
+ A PT )为

, x ,
对称矩阵

,

乙

而 P = d i a g ( P: , … ,
P
”

)为待定的对角矩阵
,

A =
( ia j )

。 : .
是巳知的种群作用矩 阵

.

因此只

要找到一组正常数八 ( i 二 1
,

2 , … , ,
)

,

使得矩阵B是定负的
,

或者常负的且除 x 二
沪之外沿

着 ( 1
.

1) 的解 V( x) 不会恒为零
,

则 ( 1
.

1) 的正平衡解 x = 沪是全局稳定的 讯
“〕 .

I{ s u 〔` 〕和 H a r r i s o n 〔“〕分别提出一类比 V o l t e r r a
方程具有更强非线性的二 维 被食

者— 捕食者模型
,

讨论其稳定性时采用了比 ( 1
.

3 )更一般的李雅普诺夫函数
.

这 里我

们推广叭
“ 〕的工作考虑高维的更广泛的一类生态系统模型

:

x s = : i (
x ; ) + g ` (

x ; )公
a ;夕b , (

x夕)
,

i 二 i ,
2

, … , , :

j
” 1

( 1
.

5 )

其中
; ` ( ix ) / ix 表示物种 i的内察增长率

,

在很多情况下
,

由于有限的环境条件和 食 物 资

源等
,
种群内部总会有些摩擦而影响增长率的 (例如疾病传染造成死亡等 )

,

因此
: `( xl’ )

一般不是线性函数
。

常数ia j同样可以描述种群 i和种群 j有无发生关系
,

是对种 群 i 的增

长起促进还是妨碍作用的标志
,

同时它们之间的相互作用反应不一定是对等成比例的
,

因而g ` ( ix )ib ( ix )往往不是 ix x] 的正比关系
,

例如有b J 牙丁ix 或 (K右别 )/ (
。 十右 )等

.

这说

明模型 ( 1
.

5 )比 V ol t e r r a模型 ( 1
.

1) 更有广泛性和灵活性
,

而且有其实际意义
.

按照上述我们可以假设 ig ( ix ) > o对一切右 > 。 ,

而叭(右 )是右 > O的递增 函数
.

如果

( 1
.

5 )有一个正平衡 点 ( x

弋
,

一
, x

: )
,

“。存在 x

了> 。 ( ` = 1 ,

2
,

… , ”
)满足

一 `·犷, · 。 !`·犷,

户
:一 ,“ ,`·少, 二 。 , ` = , , 2

,

一 ( 1
.

6 )

现在我们利用微分矩方法 〔` 〕来构造所需要的李雅普诺夫函数
,

建立广义微分矩 方 程 :

〔。` ( x ` ) 一 。` ( x

犷)〕 ;
` = 〔” ` ( x ` ) 一 “ ` ( x

丁
日

)〕〔
: i ( x ` ) + g ` (

x ` )云
a i jb j ( x j )〕

j
一 1

== l
一

2
, … , ?之

注意 ( 1
.

6) 即有

〔“ ` ( x , ) 一 ” , ( x

梦)〕二
` = 〔“ ` ( x ` )一 ” `

, . 、

z ` T 应t X
`

I
, 帝 、 , 、 犷`吸X ` )

’ 、
.

r

气X
.

) J 气 一污一
盆子 一

—
.

`

l 口矛《 X 带 ,
, . 、

一 ”
’ `

g `Lx
,

)

·

桑
: 一 ,〔“ ,`· , ,一 ” ,`·忿,〕 {

g“ 一 ,
, ` = ` , 2 ,

一 ( 1
。

7 )

对 ( 1
.

7) 各式分别乘上勿 / ig ( ix ) (其中勿> O是待定常数 )
,

然后相加
,

并注意到

J
,

r , ` 。` (若) 一 右̀ ( x
李) 。` ( x `) 一 , ` ( x少)

.

任 . 吕 , 和 ,

石 J
,

亨
。 ; ( “ )

“ ` 一 。 (̀ x ; ) “

便可得到

斋
V (

· 1 ,

一
, =

奋̀
X l ,

一
,
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其中 V (
x , , … , x 。

)是所求得的李稚普诺夫函数
:

1/
(

x , , … , x ,:

)
= 万 P i

`二 !

b ` (考) 一 b` (
x

广
g ` (考)

)
一 d言

( 1
.

8 )

其沿着 ( 1
.

5 )的解对 t的全导数为

资̀
· 1 , …… , =

乡
, , `〔““ · ` , 一 ” “ ·

广,〕

〔黯
-

?、 (
x

犷)

。 ` ( x

犷)

户
,
, `一 〔”“ 一 , 一 ” “ ·

产,〕〔“ , `· , , 一 “ , `·犷,〕
·

( 1
.

9 )

n
甲曰仁

十

县2 基 本 定 理

现在我们利用 l(
.

8 )和 (1
.

。 )立即可以提出判别方程 l(
.

5 )的 正平衡解 x ’ = x( 了
, :

丁
,

:

: )
`

l

为全局稳定的一些充分条件
,

定理 2
.

1 如果对方程 ( 1
.

5 )满足如下假设条件 (其中汇
= 1

, 2 , … , ,: ) :

l ) 存在唯一的正平衡解 、 , 二 x( 七
, … ,

砍)
’

r ,

2 ) 9 1 ( x ` ) > 0对一 切 x i > 0 ,

3 ) b i
(

x ` )是 x `> 0的递增函数 ,

嘎) : i ( x ` ) / 9 1 ( x ` )是
x i ) 0的不增函数 ,

丫x

Lm ,
-卜 + . ~

X
曰 》 0+

’

` b̀ (考)一 b̀ ( x

犷)

. 9 1(七)
砖 = + co ,

或劣

6 ) 存在一组常数 iP > 0使得矩 阵尸A + IA P 定 负的
,

其中P = id 雌 ( p : ,

… ,

p
。

)
,

A = (
a ` j )

。 ` 。 .

则方程 ( 1
.

5 )是全局稳定的
,

应的解 x ( O` x气 t , + oo )
.

即平衡解、 `
稳定且任意初值为

: `

(0) > 。 ix( (0) 钾二

广)对

证明 取 ( 1
.

8 )作为李雅普诺夫函数
,

显然 ` x( 犷
, … , x

知
二 。

.

由条件 3 )有

〔“ ` ( x ` ) 一 “ ` ( x

育) p(
x `一 x

犷) > o
,

对 x ` 牛

萨` 。` (考) 一 。`( x

尹)

V ` (
x , ) =

落
.

一
一 d互

,
i 二 1

易 x 万 g i Lg )

= 1
, 2 , … , n .

( 2
.

1 )

,
2

, … s “

由条件“ )及不等式 ( “
二 ` )可知“ ( ; ` ) > ”对二` 今二

犷且在
二 ` = x

犷有唯一的极刁
、
值

,

这说明

妙:

恤
: , 二。

) >0 对一切 : `
一

、 二

户
* = l

,
2

,

..t
, n
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即在整个区域 g “ 笼( x : ,

…
, x 。

) !x i > 0
,
f == 1

,
2

,

…
, , }内有V ( x : , … , x ,

)> 0且在 x = x .
有

唯一的极小值
,

由条件 5 )知当 ix , 十 OO或 ix , O
十

(即任何一个右 )都有 V ( x : ,

…
, x ,

) , + co
.

另一方面由条件 4 )知

【冥丛李
一
五 (彝之冬1〔

二 ; 一 二李)、 。

g i Lx才) g ` Lx ` . ) J
-

= 1 ,
2

,
` ’ `

, ” ( 2
.

2 )

由此及 ( 2
.

1) 即得

n 幼

V ( x : , … , x 。

) ( 公 公 P i a i j〔b` ( x ` ) 一 b i ( x

` ’ 1 了
二 1 犷) , 〔 b, (

x , )一 b , ( x

犷)〕

_ 1

2
Y f

( P A + A
`

f P ) Y ( 2
。

3 )

其中 Y == ( b:
( x :

) 一 b:
( x

广)
, … ,

b
。

( x ,
) 一 b

。

( x

: ) )伪函数#lJ 向量
,
由条件 6 )即知在整个区

.月

X.口
...域夕内V ( x : ,

… , x ,
) ( 0且仅在 x

= :

橄得极大值么
二

产 = 0
。

因此沿着方程 ( 1
.

5 )对

应于初值 x i ( 0 ) > 0 ( i = ` ,
2

,

…
, n

) ( x ` ( o ) , x

户)的解 x (: ) = (
x ,

( ` )
, … , x ”

( : ) )
T ,

V ( x :
( : )

…
, x 。

( : ) )单调下降且当 t咔 + oo 时 : ( , ) , : . ,

即证明 平衡解 .x = x( 护
,

…
,

嵘)
T
在区域“ 内

是全局稳定的
。

证毕
。

定理 2
.

2 如果方程 ( 1
。

5 )满足定理 2
.

1的假设条件 l )
,

2 )
.

3 )
,

5 )
,

且满足条件
:

. , 、 1 `( x ` ) 。
. ,

\ 。 ,
、

、 , 二 `
: _

, 。

任 ,二不厂刃
-
不 不匕汤 `沪产 U p U〕卫幼药七色 l夕跳 , ` 一 1 , ` . ’ . ’

, “ ,
习 i气石 ` I

6户 )存在一组常数 iP > O (` = 1
,
2

.

…
,

)n 使得矩阵尸通 + A
T P是常负的

。

则方程 ( 1
.

5) 是全局稳定的
。

证明 只要注意在定理 2
.

1的证明中由于条件 4 夕 )
,

在不等式 ( 2
.

2 )中去掉等 号
,

再 由

条件 6 尹 )得到

n
.

<

、 .....J

V ( x : ,

…
, x ,

) ( 乞 , `〔。` ( x ` )一 。` ( x

犷

( x *` x

犷)
, `

, ` ( x

尹)

。 ` ( x

梦)

( 2
。

4 )

而且 x(F 广
定理 2

。

3

4 ,,
)

,

《 ) = 。 ,

类似定理 “
.

`的证明即得证定理”
·

“
·

如果方程 ( 1
.

5 )满足定理 2
.

1的假设条件 1 )
,
2 )

,
3 )

,
5 )

,

且满足条件
:

, ` ( x ` ) 。
_ _

、 。
` 丫~ , `

, : _ . _ 、 ,
。 一

, : 、

二
` * 。 、

`
、

山一
兴兴

一

是 ix > o的不增函数 ( i = 1
,
2 , …

, , )
,

但至少有
, 一 1个是递减的 ,

g 八 x ` )
- 一 ’

一
-

一 - - - , - - , , , , ·

一一
一

. 。

一
,

~ _ ~
, _

6护 ) 存在一组常数iP > 0( i = 1
,

2
,

…
,

n) 使得矩阵尸A + A PT . 0
.

则方程 ( 1
。

5 )是全局稳定的
。

证明 此时由条件 6勺得到

V ( x , .

…
, x 。

)
==

众
, `〔”“ X ` ,一 ”“ X

广
护 , . 、 、

I
_ .

1
_ 、 T `吸X

。

夕 l

)〕 I 二宾梦件 一 二二2二一 l
l 刀`吸X 宜J , . 、

I
g “ x ` , J

《 0 ( 2
。

5 )
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由条件 4“ )说明集合M “ 毛 ( x : .

… ,

介 )1 V(
x : ,

… , x ”

)
二 0 } 只能在某 个 直 线 右> O

,

有 二

x

夕( j “ )上面
,

即如果对某个`(“ “
n

)
,

,
`

i ( x ` )
夕i (

x ` )
是不增 函数

,

其余是递减的
,

则

M = ` ( x , ,

一
x ·

) lx `> o , x , = x

丁
,

j = ` , 2 ,

一
n ,

j “ `

由定理假设条件可知M不包含除正平衡点 x( 犷
, … , x

知之外的系统 l(
.

5 )的任何 轨 线
,

即

M的最大不 变集只有点 ( x

育
, … , 二

: )
,

根据 L a s a ,` e
不变集原理 “ ` ’ 即得定理 2

.

3的结论
.

推论 如果方程 ( 1
.

5 )中
a ` i = 0

, a j i = 一 a i j ( i
,

j = 1
,

2
, … , : ,

j 护 f )
,

且满足 定 理 2
.

3 : }
、

的条件1 )
,

2 )
,
3 )

,
4沙 )和 5 )

,

则方程 ( 1
.

5 )是全局稳定的
。

证明 此时取 iP 二 1“ = 1 , 2 , … ,

动即得 P A + A T尸三 0
.

定理 2
.

3条件 l6, )成立
。

虽3 应 用

下面应用 洛 l所提出的构造李雅普诺夫函数的方法及 号2得到的基本定理讨论一些文

献中所提出来的生态系统的稳定性问题
。

1
。

任意长度 t 物链的生态系统⑦

x ` == x ` (
; ` + 名 a i j x j )

,
i = 1 , 2 ,

一
, , ,

j
= l

( 3
。

1 )

其 L
I
“ r l

> o , , i ( 0 ( i = 2
,

3
, … , n

)
, a : :

< 0
, a 11 = 0 ( i = 2 , 3 ,

…
, n

)
,

a i
,
i + : < 0 “ “ 1

,
2

,

…
, ,
卜 1 )

, a i , `一 : > 0 (` = 2
,
3

,
一

, ,
)

,

其余
a i i = 0

.

此时 x :
表示食饵 (被食者 )种群

, x Z , … , x 。

表示 既是捕食者又是被食者种群
,

且每种取 食

它在食物链中下面的一种
,

即各种群间形成一个食物链关系
:

xn , x , _ :
, … , 朴 , x : .

为了 记号方便
,
且使所出现的常数均为正数

.

令叮
= 一 lr’ ,

ia
, `十 : = 一 。

, ` + : ,

( ` =

2
,
3

, … , , :
)

, 。

:
` = 一 a : : .

并假设 (3
.

1 )存在唯一 的正平衡 点 x( 户
, x

忿
,

…
,

嵘)
,

则可计

算得 于!暮
, ` (

一 : 一:
1

一 /
·

犷,

l
=

一 :
: `

一犷

·

焦(
, `

一
, ,一 :

,
卜 !

)x(
`

一之
:

)(一犷) ( 3
。

2 )

显然使 ( 3
.

2) 右端二次交叉项的系数为零
,

即可得所需要的李雅普诺夫函数 ( 1
.

3 )
,

其中

P河取任意正常数
,

而

a

:
:

P: ==

—
P : ,

P
。 =

口 2 1

I I

名几 a a名

口 Z x口 , 2
P二

,

1 1 1 1

a 一
a

一 _ a
. _

… a
_

p
,: ==

~
- 竺一二生二竺一

-
~

里竺三乡
: .

a 么l a 3么a ` 3二
’

a ” , . _ l

此时 7 ( x : ,

…
, x ,

) == 一 , : 。

:
: x : 一 x

户)
“ .

因而食物链系统 ( 3
.

1 )的唯一正平衡态 x(广
, x

犷
,

x

: )是全局稳定的
.

在文 〔7〕中取 p : 二 1
,

这里我们具体给出了李雅普诺夫函数 (1
.

3 )中
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待定常数九的作法
.

2
。

被食者— 捕 * 者系统
。

对
n 二 2的模型 ( 1

.

5 )取
a , : = a : : = o

, a Z : = 一 1 , a : : = 1 ,

即为H a r r i s o n 〔 6〕所讨 论 的 模

型
,

且其结果即为本文定理 2
.

3的推论
。

现考虑邻祥光 〔“ 〕所提到的害虫和天敌关系的一个模型

x == x 〔: 一 a
( g ) g 〕 ( 3

.

3 )

( 二
二 , 〔 一 , ` 十 。 `

( , )
x 〕

由定理 2
.

3推论即推出〔 8〕中结论
: 只要

a 尹
(妇 > O ( y > 0) 是递减函数

,

而a( y )分是 递

增函数
,

则由

{
r 一 a ( y .

)夕
. = 0

一 ; 产 + a 尹
( , .

)
x . == 0

所确定的正平衡点 ( x . ,

广 ) (如果它存在的话 )在正象限 x > 0
, g > o内是全局稳定的

。

3
O

G i l P i n 和 Ay a l a 型竞争系统

G o h和 A g n e w 〔’ 。〕把 G il p in 和 A y al
a
研究果蝇的种群竞争模型改进而提出 如 下摸

型注

;
` = r `一

卜
一

户一 !
·

音 )
“ ,

l
, `二 1

,
2

,

一 ( 3
, 4

1 )

其中常数8`
,

寿i , ,
,

`是正的
, a ` j ( f

,

j = l
,
2

, … , n
)是非负的

,

当口̀
= 1 11寸即为 V o

l t e r r a
型

的竞争系统
。

显然 ( 3
,
4 )满足定理 2

.

1的条件2 )、 5 )
,

因而
,

如果 存 在 一组 常数 iP > o

( i = 1
,
2

, … ,

n) 使得尸通+ A T P定正的
,

则系统 ( 3
.

4) 的唯一正平衡解是全局稳定的
.

4
0

N i c h o砚s o n 位分棋型的同派徽分方程

在文〔幻 中从 N ic h ol s o n
研究雌寄生蜂与其寄主关系的差分模型推出其同源微分方

程

x = x
( F e 一 “ y 一 1 )

l ;
= ` (卜

。 一

。 ) 一 “

其中 x 表示寄主数量或密度
, , 表示雌寄生蜂数量或密度

,

发现域
,

F > 1和 a > 0均为常数
。

( 3
.

5 )有正平衡解 ( x . ,

广 )

( 3
.

5 )

F为寄主种群的繁 殖 率
, a
为

(
一

匹坚
、 a (万 一 1

生 I
n尸 )

.

文 〔。〕

利用对应于 (
x . ,

夕.) 的一次近似方程的特征值讨论了 ( x气夕.) 的稳定性
,

但所得结果只能

是局部稳定性
。

这里我们应用 夸2的基本定理即可得到其全局稳定性
。

事实上
,

把 ( 3
.

5 )

改写为

二
二 :
以。 一 l ) 一 (F l卫卫竺

.

) g 〕

l 竺一
_ 。

…
,

1 一 e 一 “ y
、 、

梦 = 沙` 一 l 宁 、

—
) X J

g

即为 ( 3
.

a) 的特殊形式
。

L3
。

6 )

注
:

文 〔10〕中:a’ `二 1
,

我们取消了这个限制
.
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