
关于描述计算机科学数学对象的

形 式 系统 的构 造

侯 广 冲
(计 算 机 科 学 系 )

关于对计算机科学对象进行形式描述
,

以建立计算机科学的形式理论
,

是理论计算

机科学中一个重要的问题
。

本文的宗旨是
:

在计算机科学的对象集合的总体中
,

排除不

可判定的部分
,

从而构成计算机科学数学对象的形式系统
,

此系统用S 来 表示
.

它是满

足一定条件的受约字公理数论系统的子类
.

定义 I D 为计算机科学的对象集合
,

如果存在着算法在有穷步内判定 D 中的对象是

否具有某些性质 r : ,

r
Z ,

…
,

r k和它们之间是否具有某些关系R : ,
R

: , …
,

rR则 D 称为计算机

科
·

学数学对象集合
。

以下简称为对象集合
。

从能行性理论
,
}
1 〔2 , 3 ,看到

,

如果 D 为某抽象机所接受
,

那么它由所 有 抽 象 机 所接

受帅
.

因此某集合是否是对象集合
,

它只与r
, ,

r
Z , … ,

r * ,

R : ,

R Z , … ,

rR有关
.

在谓词演算中可知
,

性质和关系可以由公式来确定
.

因此具有使用公 理 方 法的基

础
。

计算机科学数学对象的公理方法直观地理解为
:
在应用这个方法时不具体指出某对

象集合
, 也不给出具体对象的具体性质和对象之间的具体关系

,

而只指出表示性质和关

系的术语
,

往往用符号来表示
, 同时给出一系列的断言

,

从一切可能的对象系统中区分

出满足这些断言的那部分对象系统来
。

由公理方法所建立起来的逻辑体系
,

并不是只讨论一个对象集合
.

虽然表示性质和

关系的术语在不同的集合中有着不同的意义
,

但它们都满足共同的断言系统
.

定义 2 若对于给出的断言系统存在着解释
,

即存在着具体的对象集合
,

其 中 定义

具体的计算机科学中的性质和关系
,

使断言系统为真
,

则此断言系统称为计算机科学的

公理系统
。

是否存在没有解释的公理系统呢 ? 事实上
,

内在矛盾的公理系统是不存在解释的
.

本文只讨论 S的构造
.

设刃 = { 口 : ,
a Z , … ,

at } 为有穷非空字符表
,

2 .
是包含所有万上的字的集合

。

定义 3 任意A二X气 称为语言
。

引理 任意对象集合
,

都存在着某字符表上的语言与它成一一对应关系
。

根据引理
,

S是以艺.
作为基本构形的

,

满足一定性质的字谓词演算作为基础
。

定义 4 扩充字谓词演算是以一般狭义字谓词演算加进字函数概念 , 及相等公理
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砚 ( z ) x 二 x ,

( 2 ) x = , , ( A ( x )、 A ( g ) )
。

与原有狭义字谓词演算的五组公理 〔“〕 ,

所构成的公理 系统 , 推理规则是字谓词演算的推

理规则
,

对于代入规则作如下调整
:

( a) 设 A是扩充字谓词演算的可推出公式
,

如果将包含在 lA 卜的自由变量
x ,

用只包括

不包含在 A中作为约束变量的那些变量的项代替
,

所得到的公式也是扩充宇谓词 演算的

可推出公式
。

(b) 在字谓词演算中的谓词变元的代入规 则 可:{! ! ,,’
’

, `· ’
( “ )在扩充字谓 词 演 算中

有如下意义
:
包含在A中的每一个形如F ( x : , x : , … , x 。

)的表达式
,

用公式 B (
x : , x : … , x ”

)代

替
,

其中F (… )是扩充字谓词演算中的谓词变元
, x , , x Z … ,

介是它的项
,

公式 B (
x ; , x Z , … ,

x 。

)是公式B ( t : , t Z ,
·

:
· ,

t。 )用相应 的项
x , ,

x : ,

…
,

介代替变量 t , ,

t: ,

…
, t 。而得到的公式

.

那 么若

“ 是扩充 字谓词演算的可推出公式
,

则袱 {竺,>’
“ ” ’

(A )也是其中可推出公式
,

可知 扩充

字谓词演算的推理规则只是将狭义字谓词演算的变量的代换扩充为项的代换
.

定义 s ( l ) 久
。

(
x , , x : ,

… , x ,

) 二 A
·

( 2 ) 久i ( x )由如下递归定义
,

(
a

) 久̀ ( A )
= 口 ` ( i = z , 2 , … , t )

( b ) 若 x昭气 则久i (
x

) = x 口 i ,
i = 1 , 2 , … , t 〔7〕

。

定理 1 设 D为刃上的语言
,

则对于D 中的任一元素
a ,

都存在着久一函数序列

几i :
(

x
)

,
几i :

( x )
,

…
,
久15

(
x

)
,

i ,。
{ l , 2 , … , t }

,

j
= 1

, 2 , … , s , .

使得
a = 几1 5

(几15 一 :
(… (又i :

( A ) )… ) )
.

证明按字
a
的长施归纳法即可

.

推论 1 对于万
.
中的任意字

a ,

都可以根据久一函数的性质列成一个由A开始到 字
a
结

束的一个链
,

并且在链中的节点对应着乞如们的一个字 , 如果在链 中某节点的字占
,

前于字

6
2 ,

则占
,

是占
2

中的一部分
.

推论 2 在刃粕 !
1的所有字可以与附图

,】,的各顶点成一一对 应关 系
:

A 为 向 下 生 长

顶点
,

每一个顶点 向下生长 l 个分支
.

若 b 是 。 的后继
,

则 西=
灰 (

。
)

,
介 l{

,

2 , …
,

t}
.

如附图所示
。

定义 6 若字
a ,

阮护位于附图结构中的同一分支
,

则它们称为可比较的
.

在 E .
中的编序关系

,

可以用扩充谓词演算的公式来确定
,

这些公 式 称为编序公理

砚 ( 1 ) x <
x ,

( 2 ) x < 万

一
(刀 <

:

一
x

<
:

)
,

( 3) x < 击( x)
,

f = 1 ,

2
, … … ,

.t

从扩充字谓词演算的基础上建立受约字公理算术和字公理算术
,

除将扩充字谓词演

算的某些不可推出公式加进公理系统
, l

一

,
外

,

后者只讨论包括在前者中的一部分对象
.

为
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此我们建立具有一些特殊性质的对象
。

卜
一 尸

。

认
:

一了

丫
\

~
、

_ _

价 /
爪

冷

集刃* 的结构

在定义 5中我们定义了两个函 数 ( 1 )
,

( 2 )
,

连同函数 ( 3 ) I、 x(
; , x : , … , x 。

)
= x 。 ,

( 1簇
” : ( n)

.

统称为基本函数
.

定义 7 ( l) 任意基本函数是递归函数
.

( 2 ) 设入( , , ,

夕2 ,

…
,

夕, )和夕
:
( x l

.

x : ,

…
,

x 。

)
,

…
,

口。 (
x , , x : ,

…
,
x ”

)是字递归函数
,

则

f ( x : ,
x : ,

… , x 。

)
二 几( g :

(
x : , x : ,

…
, x 。

)
,

… , g 。 (
x : , x : ,

… , x 。

) )

也是字递归函数
。

( 3 )设 g ( x ; , x : ,

… , x 。

)和 h i (
x : , x : ,

… x 。 ,

夕
, :

) ( i = z , 2 ,

一 z )是字递归函数
,

则由如

下 (递归 )等式确定的函数厂i (
x : , x Z ,

… x ” ,

约也是递归函数
.

` f .’ 〔x
, .

x , . .

… x o .

A 、 = 口 r x , .

x
, . .

… x 一 、
。

t T八 x , , x z ,

…
, x 。 , 几`吸夕) ) “ n i吸x z , x z ,

…
,

x 。 ,

y
,

广̀ ( x l ,

… x ,一,

y ) )
, 之二 l , 2 , …

,
t
。

爪

( 4 ) 令刃
二

声

布井食
.

;

?a(
人(二

,

?a)
= , )是女口下定义的函数

((2
依赖于

二
接 受

a

尸
,

使得入x(
, 。

黝
= A的函数

,

并昆对于任意
:

< 二
,

ll( 二
,

内
“

)有定义 且 不 等于 A 》
.

若

几(
x , , )是递归函数

,

则 f `(
x

)
= , a

户(人( x
,
a

梦) 一 A ) ( i = 1 , 2 , … , ` )也是部分递归函数
.

若

则 f` (
x

)是全递归函数
,

a

梦
,

若存在着
, n ,

使 11 (
x ,

a

尹) 二 刁
,

效
,

否则
,

今后只讨论后者
。

户`, ,心

l
一一

、、夕声

X

J

`
、

…
工矛

定义 8 ( l) 变量符号和常量符号是字公理算术的递归项 ,

( 2 )若 f ( x 、 , x Z ,

一
, x 。

)为递归函数
, t , ,

r Z ,

…
,
t ,

为递归项
,

则 f ( t , ,
r: ,

…
,

z。 )也是字公

理算术的递归项
。

定义 9 在扩充字谓词演算的基础上
,

只考虑递归项
,

在扩充字谓词演算的公理系统中

加进编序公理
,

保持原有扩充字谓词演算的推理规则
,

所构成的形式系统称为受约字公

理算术
。

习 帝
上的可比较性

,

用一谓词 Q (
x ,

刃来表示 《 Q (
x ,

妇为 T
,

当且仅当
x ,

, 是比较的 》
.
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定义 10 如果在受约字公理算术中加进完全归纳公 理 Q ( x
,

妇& A ( A )& ( V x) (A ( x)

, A (为 ( x) )̀ A (妇所构成的形式系统称为字公理算术系统或字公理数论系统
.

用 G来表示受约字公理算术
,

用 G产来表示字公理算术
.

定义 11 设 F (
x ; , x : ,

…
,

朴
:

)为定义在语 言D 互 兄 带上的
: 元字谓词

.

对于谓词 F (
x , , x Z ,

…
,

x 。

)建立函数 f ;
( x : , x : ,

…
, x ”

)它定义在语言D 上
,

对
·

于所有使得 F ( x : “ , x Z 。 ,

…
, x , 0

) 二 T 的

x : 。 ,戈2 。 ,

…
, x 。 “

上定义 f ; = 叮 : , 对于所有使得 F (
x : 了 , x : 了 ,

… , x 。 尸
) = 尸的 x : 了 ,

x Z 了 ,

… , x 。尹
上定

义 f ; = A
.

f (
x ; , x Z ,

… , x 。

)称为谓词 F (
x : , x : , … , x 。

) 的特征函数
。

特征函数 f ;
(

x : , x : ,

… , x 。

)

是递归函数的字谓词 F (
x , , x Z ,

… ,

xt
,

)称为递归谓词
.

定义 12 5是只包括递归谓词的受约字公理算术系统
.

定理 2 设 P (
x

)
,

Q (
x

)
,

R ( x )是递归谓词
,

则谓词 P (
x

) V Q (
x

)
,

P (
x

) & Q (
x

)
,

P ( x )

, Q ( x )
,

P ( x )、 Q ( x )
,

了 (
x

)也是递归谓词
。

证明 只需要证明万
一

( x) 和 P ( x) V Q ( x) 是递归谓词即可
。

看万 ( x) 的特征函数
: 《若N U L (L f

* (二 )
( x) )则口 , ,

否则 A 》 二 根据定理条件 R ( x)

是递归谓词则它的特征函数九
( : )

(
`

)是递归函数
,

然后根据定义 7 ( 2 ), 得到 f: (二 ,
(
`

)也

是 递 归 函 数
,

因而万 ( x) 是递归谓词
.

同理可证 P ( x ) V Q (
x

)的特征函数
: 《 若 N U L L ( A P尸刀N D ( f p 、 : )

(
x

)
,

f
。 ( , 》

( x ) )则

A
,

否则 a : 》 〔7〕是递归函数
,

因而 P ( x) V Q ( x) 是递归谓词
。

〔证毕〕

推论 设 P ( x) 为递归谓词
,

则任意受约量词
:

(日x) P ( x) 和 (丫x) 尸( x) 也是归递谓词
.

( 口 ` 口

定义 13 设
:
为字公理算术G ’ 的递归项

,

若它只包含常量符号而不包含变量符号
,

则

称 :
递归为常量

。

或者丁是任意递归项中的变量符号用 乙气 }“ 的字代替所得到的项
。

定理 3 设 h为任意递归项
,

而砂是在 h中的所有变量用兄气卜的字代入所得到的 递 归

常量
,

则存在着一个字跳艺气 使公式砂
=

k在G中是可推出的
。

证明 对于递归项的定义施归纳法
。

对于任意字常量和 A
,

定理显然是正确的
,

因为宇常量和 A就是递归常 量
,

并且所

找到的字就是它本身
。

根据公理班
一 1 卜

二 = x ,

用任意字常量或A代入
x ,

得 到卜
a = 。
或

卜A 二 A
。

若 h是变量 x ,

用乙断卜,的任意字
a
代 x所得到的递归常量是

a ,

那么所找到的 字 是 a
本

身
,

使卜
: = 。 .

假设才(
x : , x Z ,

…
, x 。

)为递归函数
, t : ,

, : ,

…
,

i。为递归项
.

若对于递归项 t : ,
i : ,

…
,

tn 定理正

确
,

则对于归递项 f ( t : ,
t Z ,

…
,
t 。 )定理也正确

.

这里仍按厂(
x , , x : ,

… ,

价
:

) 的构造施归纳法
.

设 f (
: : ,

劣 : , …
,二 。

)是形如 ;
。

(
二工 , x : ,

…
,

: 。

) = A
,

, ` (
二

) = 二 a `和 :氛(
二 : ,

: 2 , …
,

: 。

) = : 。 的递

归函数
.

对于久
。

和 I轰在上面事实已证明了
.

对于“ ` (
二

)
,

令 :为递归项
,

且满足定理条件
,

根据归纳假设定理正确
,

则川兄 幻 1
,

’

j
`
代入啊子得的递归常虽产

,

存在着 砂
。乙气 使 卜侮

二砂
.

根据公理 硕
一 2 ,

先应用项的代入规则
,

有卜产
=
砂” 祝 ( t粉

“
灰 ( k .

)
,

又 应 用 推断
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规则有卜为 ( f勺 = 击 ( k粉
.

又七 (掩粉根据定义为 k. ai 。兄气 所以卜石 (产 )
二 k. al’

.

设递归函数 f` (
x , , x Z ,

…
, x ” ,

夕)是由如下递归等式得到
,

设 g (
x ; , x Z ,

…
, x 。

) 和 丙s (
x , , x Z ,

… ,

与
,

,
,

的为递归 函数
,

且满足定理条件使定理成立
,

则

f` (
x , , x 2

.

…
, x 。 , , )

使得 f i (
x , , x : ,

…
, x ,: ,

A ) = 夕 ( x : , x : ,…
, x 。

)

f `( x 、 , x : , ,

…
, x ” ,

几̀ ( , ) ) = 无̀ ( x , , x : ,

…
,

x ” ,

夕
,

f` ( x 、 , x Z , …
, x ” ,

g ) )
.

如果 t : ,
t Z ,

…
,
t。 , s
递归项使定理成立

,

则递归项了̀( i ; ,
t Z ,

… ,
t
。 , :

)也使定理成立
。

设 t : ,

t: ,

…
,
t。

, s
定理成立

。

则它在艺
. 中 找 到 t ;

气 t尹
,

…
,
t。

,

声
,

将这些字 代 入 厂i ( x : ,

x : ,

…
, x 。 ,

, )得到一个字递归常量的序列
:

f
`
( t ,

气 t Z
气… , t o . ,

A )
,

f i ( t ,

气 t 2 . ,

…
,

t” . ,

久̀ ( A ) )
· · ·

… …

if( .lt
,

.tz
,

…
,

.tn
,

i(A 州 …侧 )A 卜
·

))
.

往证对 于 上 述 的序 列 中 的 每一个 成 员都存在

唁
.

对” (x) 表示“ ( “ `...( ( “ ( .)A
二 ”

.

关于这一点我们仍用归纳法证明
.

对于*
:

。 ’ 时
,

则 f`( : :
气 , :
气…

,
,。气 A )

= 。 ( , :
气 , :
气…

, : 。 ,
)

.

根据归纳假设 f` ( : , . ,
, : . ,

… ,

r . ,
A ) = g ( t , . ,

t :
气…

,

t
, .

) = 左产
。

则有 卜 f` ( t ,

气 t Z
气… , t。 . ,

A )
= k

。 .

设对于任意二
,

都存 在着 k盖
,

使得

卜 r ` ( ,
产

,
,
誊

,

…
,

,

忿
,

* :
仇 ’

(姓 ) )
= *盆

根据前面的归纳假设
,

对于“ ` ( `
1 , `2 ,

…
,
:
七

,

` ;” ( A )
,

“
二)

= “氛
、 1 ,

又 f* ( ,
了

, ,
少

,

…
,
:
笠

,

* ;
’ ` ” (姓 ) )

= r` ( , ,

气 , :

气…
,

,。 . ,

* 、 ( ; :
“ ’

( A ) ) )
= ” ` ( , , . ,

, 2 . ,

…
,

,。气“
;” ( A )

,

r ` ( , , . ,
, 2 . ,

… , ,。 . ,

;
:
` ’

(姓 ) ) ) 二 * * ( : ,

气 , :

气…
,

,。 ’ ,

“ : ” ( A )
,

k盖)
= k盖

+ : .

所以 卜 r ( : :气 , 2

气… ,
, n
气`

’ “ ’
(效 ) · *某

十 ; .

对于形成递归函数的代入运算
,

只要连续地使用公理砚一 2 ,

及项的代入规 则 和推

断规则即可得到
.

对于形成递归函数的群一运算
,

分两种情况
,

一种是代入户时 函 数值

为A的情况
,

另一种是代入 : , 时函数值 为 a

厂的情况
,

这两种情况在前面 已证过
.

〔证毕〕

推论 设
丁: 和 : :

是递归项
,

则
T : = 丁2

和丁 ;

<
r :

是递归谓词
。

定理 4 G中的推理规则保持谓词的递归性
.

证明可由定理 2
、

3的推论得出
。

在谓词演算中
,

任意谓词演算的公式都可以看成是一个谓词
,

在G 中也是如此
.

定义 14 不成为原子的G中的谓词称 为 复杂谓词
。

定义 1S 设 P (
x ,

… )和Q (
x ,

… )为0 11的谓词
,

若对于公式 P (
x ,

… ) ~ 口(
x ,

… 川
, 的 所

有变量
,

用名气 11的字代入得到 G的可推出公式
,

则尸 (
x ,

… )和口 (
x ,

… )称为等价 的
。

定义 16 设厂( t , ,
t Z , …

,
t。 )为递归项

,

所有与谓词 (j t 工
,
t : ,

…
,
t。 )

= A等价的谓词称为对应
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于厂的递归谓词
。

这个定义同前面递归谓词 的定义 n 是等价的
.

定理 5 设 P ( x , , x Z ,

… , x 。

)为递归谓词
,

若对于 P (
x , ,

x Z ,

…
, x 。

)中的自由变量用艺 .l 户的

字
“ , ,

… %代入
,

则 p a(
, , 。 2 ,

…
, a 。

)或尸 a(
, , a Z ,

…
, a 。

)在受约字公理算术中是可推出的
.

证明 因为P ( x , ,
x Z ,

…
, x 。

)是递归谓词
,

根据定义 15 卜 p (
a : , a : ,

… , a 。

)~ 厂扣
, , a Z ,

… ,

a 。
) = A

.

但根据定理 3 对于厂(
a 工, 。 2 ,

… , a ”

)存在着秃气 艺气 使得卜厂(
a , , a Z ,

…
, 。 。

) 二砂
.

.k 是

艺 .
中的一个字

。

根据定理 3的推论
,

这个字是否是 A可以由 lG 补的方法推 出
.

因砂
= A

,

或

砰三姓
,

二者必居其一 用项 的代入规则
,

得到尸 (
a , , a Z ,

…
,

al :

) = A
,

或 川
a : , a Z ,

…
, a 。

)
=

姓在G中可推出
。

〔证毕 〕

推论 根据定理 4的结论
,

定理 5的结论可以在 S中得到满足
。

应用上述所建立起来的系统 S可以解决计算机科学的某些正确性判定问题
.
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