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摘 要

本文证明了 〔幻 中提出的系统是无矛盾的
.

空的系统中的所有公式都是可推出公式
.

本

文找到了不可推出公式
.

将系统中的 公式与命题代数的公式对应
,

可推出公式 必 对 应 真公

式
,

而万二万对应的是原始假公式
,

从而得到万丁万是不可推出的
,

因而系统是非空 (无矛

盾 )的
。

在文〔2〕中提出了计算机科学数学对象的形式系统的构造
,

并用 S来表示此系统
。

本

文继续文〔幻的工作
,

讨论 S的无矛盾性问题
。

在数理逻辑 s(,
`〕 中得知

,

如果某系统是矛盾的
,

那末系统中的任何公式都是可推出

的
.

为了证 明S的无矛盾性
,

只 要证明S中的公式班
-

三面
一

在S中不可推 出
.

定义 1 在字公理算术中
,

不包含量词的公式称为原始公式
。

在原始公式中考察有如下形式的命题和谓词
:

: , = : :
或

T ,

< 几
。

若 : ;和 : 2

是常量
,

则它们是具体的基本命题 , 若
: : 和 : 2

是递归项
,

而且至少有一个包含变

量
,

则它们是具体的基本谓词
.

基本谓词中的变量用字代替
,

所得 到的是上述形式的拢

本命题
。

在文〔幻中得知
,

任何递归常项都必有艺
. 中的字与之对应

,

而且是唯一的
。

)
T ,

和 r Z

对应的唯一的 E .
中的字分别为

: ,

和 : 2 。

定义 2 如果 ( l) 对于
: : = T Z , r ,

和几所对应的礼和
: 2

从 A 开始的 干 函数相同
,

且作用

的次数相同 , ( 2 )对于
T ,

<
T : ,

在: ,和几所对应的
z ,

和 : :

是可比较的情况下
,

且
: :
从 A开始

矛函数的作用次数比
: :

的要小
,

那么上述形式的命题常量称为 基 本原 始真 的
。

否 则

(包括
: ,

<
T Z

时对应 的
z :和 z :

是不可比较的 )
,

称为基本原始假的
。

命题 1 如果上述形式的基本命题是基本原始真的
,

则它在受约字公理算 术 中为
;

i]’

推 出的
。

证明 在: ; = : :

为基本原始真时
,

根据递归项 的代入规则得到它在受约算术中的 :.I

推出性
。

若 r :
<

: : 基本原始真
,

则它可以由公理飞出发 〔2〕 ,

通过代入规则而得到
.

〔证毕〕
。

命扭 2 任意基本命题都是递归的
。

证明从略
。
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命题 1和命题 2给出了 S中的可推出公式同基本命题之间的对应关系
,

而基本谓词又

可以代换成基本命题
,

但基本命题和基本谓词是十分特殊的原始公式
。

在原始公式中还

有可能包含不同于基本命题的命题变元
,

和不同于基本谓词的谓词变元
。

为了将所有的

原始公式同命题代数的公式对应
,

用讨论命题代数公式的真值来阐述原始公式的某些性

质
,

我们作如下的对应变换
:
谓词演算的公式同命题代数的公式的对应问题

,

在谓词演

算的无矛盾性证明中 s(,
`〕 巳经解决 , 在原始公式中的非递归谓词用递归谓词代替

,

所有

的变量用公
.
中的字代替

。

经过上述的代换
,

根据文 〔2 ,
3

,
4〕中的结果

,

所得到的公式是

由形如 r : < : : , : : = 介的基本命题和其它命题代数的公式组成
。

然后将 形 如
T :

< r : , , : =

r :
的公式中的原始真式

,

用 T代替 , 原始假式用 F代替 , 其它公式 用任意的方式代入 T或

F
,

不过相同的表达式必须以相同的方式代替
。

这样得到的结果是具有确定真值的命 题

代数的公式
。

并且这个过程可在有限步完成
。

定义 . 设有原始公式
,

如果 ( 1 )它在公理算术中是可推出的
,

( 2) 上述代入后所得

到的公式的真值为 T
,

则 称 为原始真公式
。

如果只有条件 ( 2 )
,

则称为狭义原始真的
。

要考虑S中的任意公式
,

首先必须将它们变换为
“
标准型

”

— 导出公式
:

(犷x :
)… (F x ,

)以丫
: V… V了

。

)& (牙
I V… V J 。 )& … & (C

: V… V C p )〕 (
a
)

或

(xH
:
)… (了x ,

)〔了
: , ,

& …&了
: p : V… V了奋: & … &了吞刀几) (夕)

很显然
,

公式 ( a )与 (幻互为对偶
.

为了建立同原始真式有直接联系的正规公式
,

引

出三个运算及与它对偶的另外三个运算
。

为简便起见
,

文中直接使用了外因子
、

质被加

项等概念 (可在有关证明论的书中找到俩
` 〕 )

。

运林 1 若在 ( a) 中外因子 (例如 了
:
) 的质被加项 中的全称量词 有 如 下 形 式

:

( 。 )淤 : k()
,

则可以将量词符号提出作为外量词
.

如果由此量词所约束的变 量 在其

它公式出现过
,

则将此变量换名
.

这个运算称为提取全称量词符号
.

在提取全称量词符号

(犷之 )后
,

公式 ( a) 将变成如下形式
:

( F x ;
)… (。

x 。
) (。 )〔 (` : (

z
) V … V ,

。

)& ( ,
, V… V , 。 )& … 〕

.

运算 .1 提取在公式 (幻的存在量词
。

运算 2 . 设公式 a( )有如下形式的被加项
:

(: : )̀ : x( )
.

此时在` J … V`
。

中补充上被加项` : ( c )
,

其 中 c 为递 归 项
,

但不包 含 在 公 式

(了
: V … V了

,

)& 一 & ( C
:

.V 一

VC
p
)中作为约束变量的那些变量

.

如果此运算作用于了
; ,

则公式 (
a
)变为如下形式

:

( : x ,

)… (。
x 。

)〔 ( :
:
)` : V ` : ( C )V`

: V … V、
:

)& … 〕
.

这个运算称为存在量词的分离运算
。

运算 2 .
作用在 (幻上的全称量词分离运算

。

运算 3 这个运算对于公式 ( a) 中的一个被加项是乘积且同时不是原始公式的情况
,

令它是了
, : & 了

, 2& … &了
: , 。

运算将包含在被加项的 外 因 子 变 为 (了
, ,
V了

:
.V

二 V了
。

)
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& … & (了
:
Vr 了

:
.v

二
V了

。
)

,

将公式 ( a) 变为

(六
:
) … ( F x 。

)以了
: : V了

: V… V了
。
)& …& (了

, ,

V了
: V… V了

”
) & (男

, V… V穷 。 ) & … 〕
.

这个运算称为分配律运算
.

运算 3 .
对于 (刃的分配律运算

。

上述六个运算不同于推理规则
,

运算的 口的是将 S中的任意公式同命题代数的 公 式

对应
。

在谓词演算中得知
,

任意 S中的公式都可以等值地变为 形 如 ( a) 或 (酌 的 导 出公

式
。

定义 4 如果某公式是原始真式
,

或析取的形式
,

且其中一个成份是原始真的
,

则称

它为基本 正规
。

定义 5 如果形如 ( a) 的公式的每一个外因子是基本正规的
,

或借助于运算 1 , 2 , 3 ,

将

它变为上述形式的公式
,

则称它为正规的公式
.

狭义基本 正规和狭义正规公式的定义同定义 4 ,

定义 5类似
。

上述的六个运算实际上是等值变换
。

谓词的递归性相对于上述六个运算是封闭的
。

因此证明S中的一些结论时
,

只 要在受约字公理算术中进行就足够了
。

定理 1 由正规公式使用字公理算术的推理规则而推出的公式也是正规的
。

证明 按各个推理规则证明
。

( l) 命题变元和谓词变元的代入规则
.

只考虑谓词变元的代入规则
.

设正规公式了包含只有一个变量的谓词 A ( t )
。

令公式产是由公式了用公 式珊 ( )t 代

替其中的A ( O所得到的公式
,

需证厂是 正规的
。

首先设了是原始真式
,

使用分配律运算将了变换为合取范式了
产 ,

仍然 是 原 始 真

的
.

取了
产中的任意因子

,

而且将因子中包含谓词 A ( 0 的被加项分离出来
,

得 到如下 的

形式
A (

x ;

)V … V A ( x p )V万 ( , ;
)V… V万 ( , q )V L

.

( 1 )

因了
尹
为原始真

,

此因子也是原始真的
.

现在要证明公式

艺 ( x ` = 万j )V L ( 2 )

是原始真
,

其中名表示 1蕊 i ( P
,

1 ( j镇 q时所有可能的数对 (礼)j 的 ( ix
= ,力的析 取

。

公

式 ( l) 是原始真的
,

如果在其中所有形如A ( ) 的谓词变元用递归谓词代替仍 然得到原

始真式
。

令
: , , s : ,

… , sP 不包含在 ( l) 中
,

而且将谓 词 A ( )t 用如下公式代替

叮(
s ` = t )

,

其中H表示在i 二 1 , 2 ,

…
,
p时的合取

.

因汀s( ` 二 ` )是递归的
,

因而如下公式是原始真的
:

不万
三不了7

召而萄
v ”

’

7
召添动

犷

丁蔺巧万
犷

’ ` ’

y

不不币
F “

·

代入时 L不变
,

因 L不包含A ( )
.

再变换得

孕
一

云
一

万订
犷”

’

y
孕而只吓歹

v

孙
` ” “ 孟

) ` … “

(sF
; 二 , 。 ) F“

·

在上述公式中的 is 用 ix 代替
,

得原始真式
:
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叮卜{三石下.V
二 V刀丈呀丁二石 ) .V

二 V军(x ` 一 , :

) .V
二 V军 x( ` =

如 )VL
·

在被加项刀了
.

石百牙j ) ( j 二 1 , 2 , … )P 中都包含一个原始假因子
,

经命题代 数 的 等 值 变换

后
,

得式 ( 2 )是原始真的
。

将 ( 2 )式又进行等值变换得如下原始真式
:

叮
.

获下动` L
.

, ,

J

从另一方面
,

看如下公式

A ( x :
)V… V A ( x , )V万 ( ;

:
)V… V万 ( , 。 )V石百刃

,
i 二 1 , 2 , … ,

乡
,

j = 1
, 2 ,

… 。 。

在这个公式中的 A (O用公式毋 ( O代替
,

得

牙 (
x :

)犷… V牙 (
x , )V潇 ( ,

.

)V… V歹 ( , 。 )石万三云了
.

( 3 )

在 ( 3 )式中有被加项 , ( x ` )V厕 (脚 )V牙万二
~

刃
.

.

根据原始真式的定义所作的代入
,

有

毋 (
: i ) V歹 (

: s )V硬可百万万
,

其 中“ ,

iz
〔艺 : 若“ = jz

,

则歹 (
“ ` )V歹 ( iz )为 T

,

否则不二万了为T
.

因此此被加 项 是原

始真的
。

从而得到式 ( 3 )是正规的
。

且如下公式也是正规的
:

夕 (
x L

)V… V J ( x , ) V歹 ( , :
)V… V歹 ( , 。 )叨任

; 三万丫
.

( 4 )
卜 ]

往证如下公式也是正规的
,

了 x(
:

V) … V J (xP )V歹 ( g :

V) … v歹 (如 ) v L
.

(5 )

因式 ( 4 )是正规的
,

根据正规公式的定义
,

考察使用运算 1
,

2
,
3

,

时所构成的公式 (4)

的正规段

R
o ,

R I ,

…
,

R附
。

因为H口i石刃)
~

是原始公式
,

所以它不需经运算 1 , 2 , 3 ,

就进入公式 R
。
的外因子之中

,

可认

为它是原始真式的一部分
.

将 R。
中的任意外因子中的原始真部分表示成 ,又只丈

x “ , j )
。

日,
J

如 果 在 fR 中 的 所 有只石卜亏于) 表示成 L
,

则在 R
。

中的一个外因子的原始 真 部 分表
: ,

J

示成。V五
.

但是
,

如 上所证
,

公式只石弄丽了̀ L是原始真式
,

: 一 J

然 L为 T
.

那么若。
叨 (万育刃下是原始真部分

,

则不论是 ,为真
,

` ,
]

当取
x ` = 川 ) 为 T 时

,

必
, ,

J

还是 H
`一 j
石下畜牙) 为 真

,

杯娜为真
·

所以祥“ 是原始真式
·

因而从“ )用五代慧忍“
` “ “ , ’ 仍然得到 正规公式

·

从另一方面
,

公式 ( 5 )是用公式 , ( O代替范式了
尹中的外因子中的 A ( O所得到的 公

式
。

了
尹

是 A的合取范式
,

所 以用公式毋 ( O代替了中的谓词变元保持公式的正规性
。

( 2 ) 自由变量代换规则 ; 约束变量换名规则 , 量词约束第一和第二规则
。

它们保持

公式的正规性证明较简单
,

从略
。

( 3 ) 推断规则
。

设了和了~ 多是正规的
,

往证毋也是正规的
。

将公 式了写 成 ( a)

的形式

(犷x :
)… ( Vx 。

) ( (了
: , V … V了

: p )& … & (了二 , ,

V… V了二
,

p 二 ) )
。

( 6 )
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这个公式是正规的
,

可以应用运算 1 , 2 , 3变换成如下形式

( F
x :

)… (V x 。

) ( F ; :
)… ( F , 。 ) ( (了

。 ` ” V里
。 `” )& … & (了

。 `“ ’ V牙
。 `“ ’

) ) ( 7 )
·

其 中所有 的` ;
` ’

一
原始 真式

.

公式、 , , 的导出公式 是 7 阳
`

而公式 7 写成 (升

的形式

(了
x L

)… ( g x 。

) (夕
, :
& … & 分

: )I ,

V… V厕
。 :

& … &牙二 , 刀二 )
.

( s )

如果对于 ( s) 式上作用的运算是原作用 ( 6) 式运算的对偶运算
,

则得

( g x 几
)… ( g x ·

) (夕 ;
` ’ & 歹 “ , V … V分 ;

“ ’ & 歹 ;
“ ’

)
.

使用运算 1气 .2
,
3 .
不推翻正规性

,

因而得

(: x 、

)… (:
x ”

) (歹 ;
” & 面 “ , V… V 才 ;

g ’ & 面
` q ,

) V ,
`

(。 )

是 正 规 的
.

但刁
` ’ 是原始假的 ( 因夕 ;

` ’

一
原始真式 )

,

所 以 (0) 式的最右边是 正 规

的
。

又毋
/
是毋的导出公式

,

则夕是正规的
。

〔证毕 〕

定理 2 在 S中可推出公式是正规的
.

证 明 若公式在 S中可推出
,

则它在受约字公理算术中也是可推出
。

又一般量 词 约

束规则包含了受约量词的约束规则
。

因此我们只需证明受约字公理算术中可推出公式是

正规的
。

而且可以使用定理 1的结果
。

我们只需证明受约字公理算术中的所有公理 是 正

规的即可
。

命题演算是完全的
,

所以它的公理和导 出公式是命题代数的永真公式
,

它们是原始

真公式
,

是正规的
。

谓词演算中的第一个公理的导出公式是

( g x ) 7 (
x
)V A ( , )

,

对此公式使用运算 2 时
,

得

牙 (夕 )V ( g x
)歹 (

x
) V A ( , )

。

这个公式是基本正规的
,

因而公理 (犷x) A ( x) , A (妇是正规的公式
。

谓词演算第二个公理的正规性类似地证明
。

现在看第砚组公理
。

显然公理 班一 l x 二 x是原始真式
。

对于砚一 2 , x 和夕分 别 用

E . 中的字
z :和 z :

代替
,

得
: : = 介 , ( A (

: :
)、 A (

2 2

) )
。

若
: ,和 2 2

是不同的
,

则表达式
: : = 介

是假的
,

那么上述公式必为真
.

若
z : = 2 2 ,

则有
: : = : 工

, ( A (
z :

)、 A (
z :

) )
。

蕴涵式的第二项是命题演算的可推出公式
,

它是永真的
,

因此整个公式是命题代数永真

公式
。

砚一 2原始真式
。

第孤组公理的正规性证明
,

同班组相似
。

最后
,

在受约字公理算术中
,

有如下形式的可推出公式
:

f i ( x , ,

…
,
x 。 ,

A ) = 夕( x : , x Z ,

…
, x ”

)

f `( x : ,

…
, x : ,

之(夕 ) ) = h i ( x : ,

…
,
劣。 ,夕 ,

f i (
x , ,

…
, x n , , ) )

,

其 中 f ( x : ,

…
:

勺
,

妇
,

抓 x : ,

… , x 。

)
,

析( x : ,

…
, x , ,

, ,

)z 一递归项
.

这些等式的字解释是等 式 的
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两边分别用字代入
,

两边都得到公
.
中的相同的字

,

即由A开始的作用的 不函 数相同 和

作用次数相同
。

因此
,

所有这样形式的公式是原始真式
。

所有的公理都是正规的
,

使用定理 1得 出S中的可推出公式是正规公式
.

〔证毕 〕

定理 3 公式班不
~

万在S中不 可推 出的
.

证明 用反证法
.

设
~

万三万
一

是可推出的
,

则根据定理 2 ,

了百万是 正规 的 公 式
,

同

时也是狭义正规的公式
.

但基本命题 A = 效应有真值为 T
,

故 l 百万应为 F
。

这 样 l 不习

不可能是狭义正规的
,

矛盾
。

这样
~

万二万不可能在 S中可推出
。

〔证毕 〕

推论 S是无矛盾的
。

根据定理 3
,

万舀了是 S中的不可推出公式
.

即在 S中存在着不可推出公式
,

这样 S是

无矛盾的
。
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A b s t r a c t

T h e tn a i n p u r P o s e o f t il i s p a p e r 15 t o p r o v e t h e e o n s i s t e n e y
`

o f 5 b y m e a n s o f

p r o v i n g t h a t t il e f o r m u l a es

万屯万r i o 5 e a n n o t b e i n f e r r e d i n 5
.

T h i s p a p e r
P r o v e s

t n a t a l l i n f e r a b l e f o r 泣 u l a s i n 5 a r e r e g u l a r f o r m u l a s a n d t h e r u l e s o f i n f e r e n e e

i n 5 k e e p f o r m u l a s r e g u t a r l y
.

S u p p o s e t h a t 万百万
e a n b e i n f e r r e d

,
t h e n i t 15

b a s i e r e g u l a r ,
t h e r e f o r e i t s h o u ld b e a p r 口 i t i v e t r u e f o r m u

l a
.

B u t 万丁万 15 p i m i
·

t i
v e f a u l t

,

i t l e a d s t o a e o n t r a d i e t i o n
.


