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摘 要

本文研究 O : h C : 空间的端点问题
,

给出了 O r h c : 空 间 ( L M . ,

l!
.

!!
` M ) ) 及 ( L M气

”
·

仆
, ) 的 闭 单 位球中的某一点是端点的充要条件

.

从而 导 出了 吴 从忻给出 的 ( I
,
, .气

11
·

11、 M , ) 是严格凸的充要条件
.

且指出 ( L ” . ,

l{
·

!!
、 M 〕 ) 中的闭单位球必存在端点

.

本文中采用文〔2〕的符号及定义
.

定义 1 设 X 是实线性空间
,
K是 X 中的集合

,

称 xo
o K是 K的端点

,

如果存在
x : ,
介。 K

,

O< 几< 1 ,

使
x 。 =

肠
, + ( l 一 劝 x : ,

则有xl 二 介
,

一个线性赋范空间是严格凸的充要条件是其闭单位球的每个边界点都是 端 点 ( 3〕
。

定义 2 设M = M ( u )是N 函数
, u。。 R

: ,

如果对V
。 , 切 。R : ,

有

一合
`· + , ,

,

M 一̀ , =

合
M`· , +

一

;
M`? ,”

” 二 ,
·

则称
。。
为 M的严格凸点

。

记对的全体严格凸点所成的集为勒
.

引理 1 勒是闭集
。

证 设
u。。 S , (

,: 二 l
,

2
, … )

, u。

, u。。 R, ,

假设
u 。 ` S

, , ,

由定 义 2 ,
3 v 。 , 。 。。 R

L ,

使
。 。 ` 。 。 ,

一合(
。 。 + 。 。

,
,

M `:
。

, =

合
M`。 。

, + 合
M`功 。

,
·

从而 M (
a v。 + ( l 一 a )。

。

) = a M (。
。
) + ( 1一

a
) M (切

。
)

,

其中 0 ( a ( l
。

( 1 )

取
: 。 `

(”
0 , 切 。

) (这里无妨设口。
( 叨

。 ,

于是
v 。
(

u。 < 功
。

)
.

于是 耳 an 。
( 0

.

1)
,

使
“ 。 二 tt0 认

l + ( l 一
a 。

)嘶
。

( 2 )

取左 。
,

使让
一 a 。 一 .ll 〔 a 。 + 11

·

乏1
.

并记
:“ 二 ( a

。 一 h ) 。
。 + ( z 一 (

a 。 一 九) )。
。 , ,̀ I, 二

(
a 。 + 儿)

。 。 + ( l 一 (口
。 + h ) )

乙。。 ,

则 飞。 ·

令(
` , , “ “ )

, : ` 、 : , ,

又由 ( : )
,

丈2 )球易德
·

二 (。启 *

令对 (
“ `
) 、冬二伽

,
)

,

、 _

” 2
、

“
- 一

“
’
一

、 一 户 ` 、 一 忆 , 、

~
’ .

一
、 一 ” 产

2 一
、 一 产

2 一
、 一 产 ’

本义工” “ 年 。月收到
·

本研亢工作店刘良深副教授的担导下完成
,

.

并得到呆从忻教授的 夭怀 与

审阅
.
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这与 、 ` S二
矛盾

。

证毕

引班 2设 (
a,

西)是 S
c 。:
的构成区 l’slt

,

则M在 (
a ,

b )上为

证 任取〔a
渭〕c ( a

,
b )

,

使对在 (心
,

凡 )上为直线段
。

沟成区间
,

则M在 (
a ,

幼上为直线
对 v x 。〔a

,

夕〕
,

3 (
。 , ,

夕
二
)城百、。 ) , ·

交。 (
a 二 ,

刀
,
)

,

事实上
,
只a 二 < 夕

二
x 一

合
`a · + “ ·

,
,

且

M (
一

李(
。 二 + 口

,

) )
= 1

, , , 、
.

1
. ` , 。 、

创叭为
) 十万笋、今 ),

则对任一
“ 。〔 O , 1〕

,

依 〔2〕知下式成立
:

M (
a a 二 + ( 1 一 a )口

二
)
== a M (

a 二
) + ( l

一 a
) M (口

二

)
.

即M在 ( a
x ,

夕
二
)上为直线段

-

依有限覆盖定理及 (
a ,

b) 是 S气的子集知
,

M在〔a ,

妇上为直线段
.

所 以知 M在 (
。 ,

b) 上是

直线段
。

证毕

引理 3 设 M (
:
)为N 函数

,

任给
, 。> 0

,

必有
u ,
>

u 。 ,

使 u ,
是M的严格凸点

。

证 用反证法
,

如果所有的
u : > u0 都不是严格凸点

,

即是 (
u 。 ,

co )=C cS ; .

依引理 2 知万在 (
u 。 ,

co )上为直线段
,

, : _ M (
u
) 二 * , 。 ` 。 。 z

`
、 r

二` 二 `
: , 卜卜

则 n m
一

三竺些 2
一

为有限常数与M为 N函数矛盾
。

证毕
肠一知 午 . U

引 , 一 设
: 。 L!

,

如G `
ha

,不是零集
,

贝。。 。 , 。 〔 L ”
,

使
。 =

杏` : + 切 )
,

M (
“
)

=

身
M `。 , +合

M`。 ,
,
G `” 今 ` ,不是零集

,

且

p (刀 , M )
= p (切 , M )

= p (
: , M )

。

证 作函数口:
如 T

: v ro G
,

i ) 。 ( t )
。
几

,

取。 : = u
( t )

.

11)
:
( t )

。 S c , ,

则由引理 1 知 S C ,
是开集

,

存在它的构成区间 (
a ,
b )使

。
( r )

。 ( a
,

b )
,

由引理 3 知 a和吞都是有限的
。

取

· +

令
〔。 “ , 一

a
, 如 。“ ,簇合`

a + ” , ;

。 “ , 一 于
〔“ 一 :“ ` ,〕 , : l

· “ , , 音(
· + “ ,

.

夕̀、,`.口飞

一一
、 .夕

研
.`产..、

.
` J扫

现证
v :

是可测的
。

因为对 5
“ M的任一构成区间 (

a ,
b )

,

有

G (
a ( u

( b )
二 G ( a ( v ,

< b )
,

及对任一
` 。 S二有 G (

u = e )
= G ( ”

: , c
)
,

所以对于
c o s ,

有 G (。
: ( 。

)
= G (

,` : 二。 )
.

对于 e o S
C M ,

设
e。
(
a ,
乙)

,

其中 ( a
,
b )是 S

c 二的某个构成区 l’de
,

有

G ( 。
: ( 。

) = G (: 、 m i n {喜(
。 + 。)

, 。 +
一

攀(
。 一 。

) } :J` (李 (。 十 。 ) < 。 、
二

.

1 乙

I c + b

5

故。 :
确是可测的

。

令
、

, : 二 多, 一
” , : 则

”
`

其
“ 不, : ,

.

早当
u (` )

`
吸任,b只为尽

` 、 的某个构成区间 )时
, ” :

( ` )
, 。 :

( ` )
〔
(
a ,
b )

.

又取函数
。 尹 , 功 尹

如下
:
对V : 。G

、 , ( : , 二
·

{
”

份!一

留奋、 不 )

当“ (̀ )》 O;

当。
( t ) < O

,
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叨 `
( t)” 2 :( t)一 口 ,

( t )
。

_
、

贝11!
v ,

!` !
u
l̀ !切

`
{片

v ` 。 L。
, 切 , 。 L ,

.

依引理 2知 v,
, 。 尹

具有如下性质
:

G (
: ` 。 S二)

二 G (
。 ` 、 功 `

)
,

`丁(
2̀

卜 M

【通
之, ` +

合
t。 ,

〕
=

古
M (

: , `

卜 奋
M (

之。

取 C 、 ,

C
Z `二 C (

,` 。 夕
, ,
)
,

使二 ( C
:

) 、 0
, 。 (口

:
) > 0

,

C
;

( {口
, ” 功

, .

1 }
.

〔 M `切 ,
, 一 M `。 , , 〕 “ ` =

}
。 2

〔 M 功̀ ,

,一 M `· `
, 〕“ `

·

” (功
`
,“ +

)
。 Z M`一 ,“ ` =

{
。: :

M`· ” d̀ +

{
。 Z

M 功̀ `
,“

户
l卜厂了.卜诊

作函数
v , 切如下

:

u
( t ) : 。 G \ ( G

: U G Z
) ,

v ,
( r ) t ` G : ,

切 ,
( t ) t ` G : .

2̀
( r ) t ` G \ ( G

: tJ G
:

) ,

切 ,
( t ) , ` G ` ,

v `
( t ) z ` G: .

1
一

U

2

+ 丛
2

一

` ,

G (
。 今 田 )不是零集

,

M ( M (
v
)

+ l
2
M (。 )

。

.

d
、 .产口r

U
`

, l今自又p (
。 , 、 ) =

{
、 (

u
)、 , +

“ 。
\

( C , U
C : )

二

{
二 (

:
)、 `

“ 。

\ ( C : U C: )

{
` ,M `

一

杏(
· ’ + ? `

) )“ , +

{
。 : M (
合

, ` +

+

介严
(
· `

)“ , +

!
。 : M 功̀ `

,“ `

= P (。 , M ) = 户 (叨 ; M )
.

得到所需证明
。

证毕

首先研究在范数卜!!
`。 ,
下闭单位球的端点问题

定理 1 设 ( L井
,

}卜}}
( , ,

)
,朴的单位球K 二 { “ l ,“ L玄

,

}}
u

以
( , , , ` l }

, ,“ K且 p (
u ; M )

= 1
.

则
, ,是 K的端点的充要条件是 G (

:

几
姗
) 是零集

.

, 充分性 设 有
。 ,。 。 ` ,

使
。 二

音`
” + 。 ,

,

则肴

卜 。 (
· , 二卜 !

`
、 (合(

· + ? ) )̀ , 、

{
。

〔
一

奋
M (。 , +合

M (。

门
“ ,

二
一

奋巾叫
十

护
“ ,

M) “
·

因而
i
` M

〔蚤
· ( ,卜岩

切 ( , )〕
“ =

!
。

〔合M`· “ , , +

音
M`功“ , ,〕

“ ` ,
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M `音
。 “ , +合

二 (` , , `合
” ` v “ , , +合

M 功̀“ )
’

。
,

,

[合二合
?

〕、音
” `· , · 合

M`。 ,
·

r e G
, : `

( r )

口 ( t )

` S二使上式等号成立
,

则

由知如

所以 v 亡功睁
之止

用

)
。

是 K的端点
.

必要性

用 反 证 法
,

由p (
: ` , M )

= 1
,

知 。 。 L M .

假 设 G ( :
。
凡 )不是零集

.

依引理 4知
,
只 ” , 切 ` L M ,

使 : = 1 , _

二
_

_
_

、

— 气U 宁 U , J -

2

G (
v 年功 ) 不是零集

,

且

p (
v , M ) = p (功 , M ) = p (

。 , M ) = 1
.

这与
: `是 K的端点矛盾

。

证毕

定理 2 设 K是 ( L劣
,

}卜!l
〔。 ,

)巾的单位球
, : ` K

,

则
: 是K 的端点的充分必要条件 是

p (
。 , M ) = i 且 G (

: 。 S M )是零集
.

证 充分性 依定理 1显然成立
。

必要性 设
左
是 K的端点

,

则 }}
。
}l
` M ) = 1

,

先证 p (御 M ) = 1
.

假设
, p (

, , M ) < 1
.

取
a 冲 使 0 (

a < b ( co
, 二 〔G (

a ( 】。 】< b )〕) o
-

于是
{

。 。̀ 二
.
。 ! < 。 , M ( 2

·
,̀ , 、

J
。二 ( 2。 ) < +

一

由积分的绝对连续性及测度空间 ( G
, m ) 的性质

,

对
。 = 1 一风

,` , M ) > 。 ,
只 。 二 G (

。
<

1
:`
, ( b )

,

使 , (
。
)> 0

,

且

{
。 M `2 !` ’ “ ` < “ ·

作两函数口 , 。 如下
:

u
( t )

0

。
(玄)

2 :` ( t )

t ` G \ e ,

t ` e 。

t ` G \
e ,

t ` 己
。

`
`

!
口

.J.. .
`

一一一一

则 p (
。 ,

P ( , ,

=

J
。 、 、 。

二 (· )̀ ,` p (· , 二 ) < , ,

=

工
\

。

M`· )“才+

l
。二 ( 2

·
) J , < p (· ,

所以
· ,

`
〔 L :

,

且一}
·
,}

(一 、 1 , ,,。 、!
《一 、 1

,

又一告

M ) + e 二

1
_ _ _

刀 十 一二 t刀

艺

。.(tMMU切

而
。 , 。 是 L盆中的两个不同元素与

。 是
’

K 的 端点矛盾
,

故必 p (
: , M ) = 1

.

由定 理 1 知

G (
。

几
`
)是零集

.

证毕
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1

几 10 1

推论 ( L井
,

卜讯
、 ,

)严格凸的充分必要条件是M满足△ 2
条件且 M严格凸

.

证 充分性 对任一
: ` e L毖如 [1

2̀

}!
`、 , = 一

,

由条件知p (
: , 对 ) = z

,

且` (
: ` s 、 ) = 叻

.

所以
, 是K 的端点

,

故 ( L忿川
·

}!
、 , , ,

)是严格凸的
.

必要性 对每一

条件
。

假若M非严格凸
,

又取正数 k
。 ,

使

7̀ 。 无隽
.

比
,̀

}!
〔 , ; 、 = 1

.

知 7̀是 K的端点
.

因而。 (
2̀ , 对 )

二 一所以 M满 足△
: :

则存在正数 ,。 。 s晃
,

取集合` 。
二 ` ,

使。 < 对 ( ,
。
) nI G

。
< 1洲 C

。
< ” , G

.

M ( k
。

) =
1 一 M ( t

。

) m G
。

二 ( G \ G
。

)

作函数
。
如下

:

`
甘

l
一一

、 .尹J了胜
古了.、

.

止月口.

则 f (
。 ; M ) 二 M ( r

。

)二 G
O

得 }I
u

}}
( ; , 〕 = 1

。

r。 当 r o G 。 ,

左
。

当 r o G \ G
。 -

+ M ( k
。
)二 ( \G G。

) = 1

但 G (
: ` ￡ S M

) , G
。
一合 G (

: ` 。 S M
)不是零集一》 u

不是 K的端点
。

于是与 ( L之
,

目
·

!}
( M ,

)是严格凸矛盾
,

所以M是严格凸钓
.

证毕

定理 3 ( L丈
,

}}
·

}!
( M ,

)目
1
的单位球 K必存在端点

.

证

且使

由引理 3知
,

了 11 。> 。为M (
。
) 的严格凸点

,

1 ,
_ _ _

。
对又

: `
万) 久 rT’ 甘

·

取 G , =c G
,

使m G
: =

: `
( t ) =

1

M (
u 。

)

l t o

0

因为
1̀ 二 O是 M的严格凸点

,

.

作函数断

r` G x ,

to G \ G
: 。

所 以 G (
u 6 s 、

,

) = 叻
。

p (
,̀ ; M ) 二 I M (

: 。

) d t == 1
,

所 以还有 1}川}
` M ) = 1

。

利用定理 2知
u
是 K的端点

。

证毕

注 从上而的证明可看 出 ( L丈
,

n
·

“
《 M ,

)
「
仁的单位球有无穷多个端点

.

现在转而研究在范数】1
·

}}
M
下闭单位球的端点阿题

定理一 记 K = { u `
1一卜

`

}I
M 、 1 } 为 ( L:

,

l卜}l
、
)的闭单位球

,

}}
。
l!
、 = 1 ,

贝IJ
u 是 K 的端点

的充 分 必 要条件是由欲 l +
’

f M( k
:

d)t 〕
刃 肠 护 O

= }}
u

}}
M
可推出G ( k :

。 s ,

)是零集
.
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证 充分性 如
v ,功。K

, 使一音
· +

音
。 ,

则由范 数 }1
。

!!
M
的性质

,
g k : ,

从> 。 ,

使

,,· ! ,一寿
〔 1+

I
。 M (“

孟· )̀ ,〕
,

. ,切 .!一肴
〔卜 J

。 M`“ 2。 “ `〕
·

于是 2》 }}
。 !!

、 : + }!。 ! }
、 :

端
一

卜、
划

二 (“
二

、 r · 、入
左

: + k
:

!
。
M (“

2之口
) “ ,

〕

》
苛〔

1 +

)
G

M `“
。

`

一
, ,“ `〕`

其 1 ,: “
。

l r二 「
, , , _ 。 、 , .

1、
。 、

…
一 乙卜丽丁L

土 十
J
。 ’ “ 气乙心衬 ’ “ `

J夕
` ’

11 “ }}” = 乙 ·

所以上式的
“ 》 ”

号都是等号
,

故

六〔
1 ·

J
。M `2“ 。·

, “ ￡

]
= ` ,

( 3 )

1{
。
}}
M = }}功 1{

、 , = l ,

k
:

k : + k :

r
, , , , 、 ,

二 k
. ’

r

J
。 ,性 气“ , ” ’ “ ` 十

石不轰奋J
。 ’ yI 气“ , v ’ “ `

二

!
。
M (“

。! , + “ 。。 ,` , =

!
。
M` 2“

。 7̀
,“

·

由 M的凸性知
,

*
L

六
M ( “

1”
) 气

一

六严 ( “
, , )言M ( Zk

。 , `
) ( 4 )

由 ( 3 )式及题设知 G ( Zk
。 : `。 S ,【

)是零集
.

因为当 r o G ( Zk
。 :“ S

。

)且使 ( 4 )等号成立时
·
,

, . 、 n 。 掩
, , , , , , . 、 、 .

k
, , , , , ,

.

、 、 , , , _ 。 ,
.

、 、

, 一
。

乙 R。 “ 气̀ ’ f O M
且石干石

,以 气“ ` v 气̀ ” +
不干蔺

` y1 ` “ `切 L̀ ” = `以 `乙付。 ,̀ 气̀ ” ,

囚 ’用 “ ` v 气了’ =

吞:功 ( , )
,

所以 k : v

斋掩
2。

纬
掩;
}}
。
}{
、 二 掩: }{切 }}

M

、 k
: = k :

纬
。

音
。

.

即 。 ,

功 是 L艺中同一元素
,

所以
:
是 K 的端点

.

必要性 用反证法
,

如结论不成立
,

则存在 k
。
> 。 ,

使孚〔1 +

T (M
; 。 : )dt 〕 = “: 11

。 = 1
,

凡 0 J G

且 G ( k
。 : 。 S M

(不是零集
。

南 川 ,
月

,
_ . _ ~ _ T . 法

_

_ 1
_

二 1
_

_
`

。 ,
_

_

」
_

、

一 。 二肠
, , , L 、
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注 这个充要条件较为复杂
,

利用它不容易推出类似定理 2的推论及定理 3的结论
.
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