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搞 要

木文给出圆凸集合 V的对偶定理
,

井得到任
一

有界集 vr)J 手凸包仍为有界集的半序局部凸

空间的对偶特征
.

在半序局部凸拓扑线性空间的对偶理论中
,

现有的结果本质上都是在 V是一个
:
(万

,

F ) 邻域的假定下获得的
,

因而在利用这些结果时都有某些局限性
。

本文试图取消对 V

的这个限制
,
分别在 V是一个任意的集合

,

或V是一个有界集的假定下讨论其对偶性
,

并

获得一些新的结果
。

设 ( E
,
E

,

)
,

( F
,

F+) 是半序线性空间
.

又设 ( E
,

尸)是一个对偶
.

若 F
, = 一 E华

,

我

们称 ( E
.

百
,

)
,

( F
,

F
,

) 是右 序 对 偶 ! ; 若 F
十 = 一 刀军及 E

, = 一 F斗
,

则称 ( E
,

E
十

)
,

( F
,

F 十

) 是序对偶
.

V已 E
,

若 V = F ( V )
,

则 称 V 是序凸的 ; 若 V = D ( V )
,

则 称 V 是

可分解的
,
若V 二 D ( V )

,

则称 V是几乎可分解的
.

其中F (V )
二

( V 十 E
十

)门 ( V 一 E
,

)和

D ( V ) = { x 。 V : x = 又x , 一 ( z 一 几)
x Z ,

又。〔o , l 〕
, x * , x 。 。 V 自E

*

} 分别称为 V的序凸包

和V的分解核
.

定理 1 设 (刀
,

E
十

) ( F ,

F
十

)是右序对偶
.

N二 百的圆凸集
.

则 ( D ( N ) )
。

, F (N
。
)

.

若 N还是可分解的
,

则 N
“
是序凸的

。

证明 因为 D (N ) 二
e o

( 一 (N 自E
十

) } J ( N 自石
十

) ) 故

( D ( N ) )
。 =

( 一 ( N 自E + ) (
_

J ( N 自刃
十

) )
“ = ( 一 (N }飞E

十

) )
“

门 ( N 自 E +

)
。

设 11 ` F (N
。

)
,

则存在 f` 〔 N
” , g “ F

十 .

1二 l , 2
.

使 11 = 厂
: + g 立 = f

Z 一 a 2 .

( 厂
, + 夕 ,

) ( 一 ( N 自E
+

) )
= 厂

l

( 刀 自 ( 一 E
+

) ) + g ,

( N 门 ( 一 E 十

) ) 《 1

( f
Z 一 g :

) ( N 自E
,

)
= 厂

:

( N 自石
,

) + 9 2

( N 自 ( 一 F 十

) ) ( z

故 h 。
( D ( N ) )

。

即 F ( N
“

)二 ( D (N ) )
”

若N还是可 分解的
,

于是N 二 D (N )
,

N
”

, F ( N
”

)
,

而N
”

=c 酬 N
。

)是自然成立的
.

故

N
。 = F (N

“

)
,

N
“

是序 凸的
.

定班 2 设 ( E
,
E

,

) ( F
,
F

,

) 是右序对偶
,

E
十

是 a( E
,

F )完备的
。

又设 N =c E
,

N 是

国凸。
( E

,

F ) 有界集
.

则 ( F (刀 ) )
。
二 一万户户了

;
于是 a ( E

,

F ) 有界的圆凸集N的闭
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色刃是序凸的充要条件是 N
“

是几乎可分解的
.

特别
,

当 N
。

可分解时
,

便知刃是序凸的
.

证明 因为万是闭的圆凸叮 ( E
,
F ) 有界集

,

而E
十

是口
( E

,

F ) 完备的凸集
,

故刃 +

E
十

及万 一 E
,

均为。
( E

,
F ) 闭凸集

,

且都含有 a 点
,

根据极集的性质
,

有

( F (刃 ) )
“ 二 ( (刃 + E

十

) 自 (刃 一 刀
+

) )
。 = 而 ( (刃 + E

十

)
。

U (刃 一 E
,

)
。

)
二
而 (

一 (万
。

n F
+

) U (刃
“

n F
+

) )
二 万丈万

石
)一

今设万还是序凸的
,

则N
’
二 (刃 )

’ =
( F (万 ) )

。
= 万刃N勺

,

所以N
。

是几乎可分解

的
。

反之
,

若N
。

是几乎可分解的
,
则

F (刃 ) == ( F (刀 ) )
。 。

一 (
一

万可而吓 )
。 = N

“ 。

== 刃

故夕是序凸的
。

给定半序局部凸拓扑线性空间 ( E
,
E
十 ,

少 )
,

若夕存在一个由可分解的邻域组成的局

部基
,

我们称 ( E
,
E

+

夕 ) 是局部可分解空间
;
若夕存在一个由几乎可分解的邻域组成的

局部基
,

我们称 ( E
,
F

, ,

夕 )是局部几乎可分解空间 , 若夕存在一个由序凸的邻域组成

的局部基
,

我们称 ( E
,
E

, ,

夕 ) 是局部
。 一凸空间

.

对一般半序局部凸拓扑空 间而言
,

有界集N 的序凸包F (N )不一定是有界的
。

那么我们自然会产生这个问题
:
任 一有 界集

N 的序凸包 F ( N )仍是一个有界集的半序局部拓扑线性空间有什么特征? 当夕 为 可距离

化拓扑时
,

〔幻已有这方面的结果
,

现在取消对少的这种限制
,

给出具有这种 性质的空

间的对偶特征
.

定理 3 设 ( E
,
E

, ,

夕 ) 是一个半序局部凸拓扑线性空间
,

E
十

是以 E
,

E 尹
)完备 的

.

则
I

E的任一有界集N 的序凸包 F ( N )仍是一个有界集的充要条件是 ( E ` ,

刃
、 ,

创 E 尹 ,

E ) )

是局 部几乎可分解空间
.

证明 设U 为E 尹
的 0点的任一夕( 万

尹 E ) 邻域
,

则存在 E上的一个闭
、

圆
、

凸 有 界集

A
,

使A
“

二 U
。

由假设
,

我们可以知道 ( F (A ) )
“

是一个夕( E
产 ,

E ) 邻域
.

根据定理 2,

( (F )A )
’ =

可矛 )
,

故次劝 二 u
.

( E ` ,

E二
,

口( E , ,

E ) ) 是一个局部 几乎可分

解空间
。

反之
,

设 ( E ` ,

E二
,

召( E ` .

E ) ) 是局部几乎可分解空间
.

往证 E的任一有界集的序

凸包仍是有界的
。

为此
,

我们 引进下列记号
:

E答
一 ( E

` ,

夕( “
` , “ ) )

` .

于是 E答D f
·

及 A
。

= 笼义 。 E : x
(A )《 1 }

了
一 笼 、 。

衅
: :

()A 自 }
.

p

其中 , 二 “ ` .

即脓
“ 及碟的极集分别记为

,
。

,

尸
、

显然
,

,
。

二式

今设 B为 E中任一闭
、

圆
、

凸集
,

且 B是有界的
.

因为口(E
了 ,

E )是几乎可分解拓朴
,

故 万 i石万 是 E `上一个口( E ` .

E )
、

邻域
.

由A l a o g l u
一 B o u r b a k i定理

,

( 厕万吓 ) 口

是 E
共
一

匕的一`
、 。

( E
芳

, “ `

) 有 界集
.

再由M a c k e y 定理
,

( 厕
,

石万 )
’

便是 E 上的一成
、
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有界集
。

根据定理 2 ,

我们又有
.

厂丈百) = ( F ( B ) )
。 “ =

( D 丈石乃 )
“ .

故 F ( B )仍为E 中的一个有界集
。

M a c
ke y拓扑是否是一个局部分解拓扑川 巳有一个简明的方法来判别

.

本文系 4 表

明类似的判别法对强拓扑也是适用的
。

系 4 设 ( E
,
E

+

夕 ) 是半序局部凸拓扑线性空间
,

又设 E
十

是一个凸 体
、

( 即有 内

点的闭凸集 )
。

则夕( E
,

E 尹

) 是局部 可 分 解 拓 扑 的 充 要 条 件 是 E
+

是生成的
,

且

E
么

=
( E

,

, (E
,
E `

) )
`
在 ( E ` ,

E士)是序凸的
.

证明 只需证明充分性便可
.

因为 i n t E
十
钾功

,

由分离定理便知 E二是 E `上 的 一个

口
( E 尹

,
E ) 完备集

.

又 E
十

是闭集
,

故 ( E
,

酬 》是一个序对偶
。

若E
十

是生成的 ( 即E = E
, 一 丑

,

)
。

则 a ( E 尹 ,

刀 ) 是一个局部。一凸拓扑
。

故 E 尹
上每

一个口 ( E 产 ,

E ) 有界集N 的序凸包 F (N )仍是 a ( E 产 ,
E ) 有界的

.

由定理 3 ,

口( E
,
E 产

)

便是“ 上的一个局部几乎可分解拓扑
.

又由 于 E
乡在 ( E气 或 ) 上是序凸的

.

即 E
乡

=

F ,

( E
乡) 二 ( E

乡
+ E竺) n ( E

声
一
或 )

,

故 ( “ ,

万
十 ,

, (“
, “ `

) )是一个局 部可分 解

空间
。

系 S 设 ( E
,
E

, ,

夕 ) 是半序局部凸拓扑线性空间
.

E
十

是 a ( E
,
E 尸

) 完备的
.

i ) ( E
,
E
十 ,

少 ) 是局部 。 一凸
。

ii) ( E,
,

E二
,

口( E ` .

)E ) 是局部几乎可分解
,

则 i) 一》 11 ) ; 若夕 是可 距 离
,

贝l】11 ) = = 》 i )
。
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