
关于某类解析函数的星形限界及凸形限界

蔡克聚

(数学力学系 )

摘 要

在文献〔 1〕一 〔 5〕中
,
M ac G r eg or 等人分别讨论了某类解析函数的星形限界及凸形限界

.

本文通过引进函数类P a ,
b在较为广泛的函数范围内获得一些结果

.

即
。

定 义 及 引 理

定义 1 设 f (劝在 1川 < 1内解析
,

且 f (O ) 二厂
尹
(的 一 1 = O

,

称这样的厂( )z 的全体为函数

类N
。

. t’’ . : 。 ` , _ 、 _ 、 : , : 、
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: , !
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,

、 * D _

fz 尹
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,

二 ` , , 、 ` _ 姐 。 二
声七

.

户̀ ` 七凡 I 、 ` I ` 孟 , , 、 1 产洲

口 乍〔 I` I
气
、 、 人 I, 芝

子

日
二、 ` 一丁7 二凡一

沪沪产 “ , V
.

二之“ 、 、 1 ,
产

闪、 ) 、 ` I / 习“ 制兀归已户夕
I 、 ` 少

函数
,

记这样的函数的全体为 s :
,

并简记盯
= 5 . , i( ` )若 在 }

:
} < 1 内 有 R e

( 1 +

Z f , (
:
)

、 、 _ 。
, _ /

,

二
` / _ 、 二 _ 砚 tJ , 二`

: ,
、

、 * , 二 ` 从入二二 二 、 枚
: 二 二 _

裂
,

宁宁手)> a ,
0《 a < 1

,

称厂( )z 为
a
级凸形函数

,

记这样的函数的全体为K a ,

并简记 K
。 =

f
产

( )z
` - 一 ’ -

一 、 一 ’ 『 ` 一

, 、

“ ` 一

~ ~
`
犷一~

, r “
~ “ ~ ~ ~ ~ 一 一

/ ` 一 “ ’

“
’
~

`

一 “

K
。

定义 3 设 f (
`
)在】2 】< 1内解析

,

f (
:
) = i + a ; z + a Z护 +

R e厂(约> a ,

则称这样的函数的全体为 P a ,

并简记 P
。 = 乃

…若 ( i) 在 }引 < 1 内 满 足

( 11 )在 1
2
}< l 内满足 】f ( z ) 一

一

1 1好工
2口

’
、 Z口

定义 4

称这样的函数的全体为Q a ,

其中。 ( a
< 1

.

设
:
( )z = 1 + 。 lz 十内沙 + …在 }

:
} < 1内解析

,

且可表为

u
(
:
) =

1 + ( Z
a b 一 1 )

1 + ( Zb 一 1 )功
。 (

z
)

。
(
z
)

_ 1 + , 。 (
z
)

1 + n切 (
:
)

( 1
.

1 )

其中功 (
z
)在 }

` 】< 1内解析二 ( o ) = o
,

1切 (
:
) l < z

,

( S
e h w a r z 函数 )

,

o蕊 a
< i

,

o < 乙簇 1
,

沉 = Z a b 一 1 , 。 = 2占一 1 ( 一 1成m <
n簇 i )

,

则称
u
(
z
)的全体为尸

a ,

西
.

〔注〕 本文后面出现的 a ,

b
, m , n 都指满足上面等式和不等式的实数

.

两个引理

引理 1 设
:
(
z
)
。 P a ,

b
,

则对 I
:
I ==

,
< 1有

本文 1 98 2年 9月收到



第二期 关于某类解析函数的星形限界及凸形限界

R
o
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〕一 2了 (
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) ( 1 一

, 2

m )
,上一)

r 么
) 左犷2洲一执

勺自1 1

R 。 丝二乌〕
封、 z )

R o ) R l

其中 代未辛翼留三瑞
,

( 1
。

3 )

( 1
.

4 )

R: =
1 + 机 犷

1+ 牡下 ( 1
.

5 )

证 ... u
(
:
)
。 P a , 。 ,

R e
: u l

(
:
)

(
:
)

一 (m 一 。 ) R e ;

一竺挚厂一
下

吸1 + 执珑八 1 + n切 )
( 1

.

6 )

其中。 (: )是 S
e h w a r z 函数

由〔7
,
s 〕易知有

R e

厅而动了I下丽了
( 一

而瑞户
R ·〔二 +

号
一 ( m + 。 )〕

+
一

刃元色而了业号令箭班 ( 1
.

7 )

R e 〔: u + 竺〕
_ : 么

}
n u 一 m }

“ 一 } i 一
u
}
“

( 1一
: 名
) l赵 j

n 。 ( m + n
)
: 2 + 4二 n ,

( 1 + n r
) ( 1 +

+ ( m + 。
)

m :
)

R
。
《 R :

( 1
。

8 )

2

1一 了 z 〔侧 ( 1 + m ) ( i +
n
) ( i 一 m 1 2

) ( 1 一
n ; 2

)一 ( 1 一 m n r Z
)〕

,

R。》 R :

了̀̀、少
、
.夕.、

乒

( 1
.

9 )

把 ( 1
。

7 )
,

( 1
.

8 )
,

( 1
.

9 )代入 ( 1
.

6 )即得 ( 1
.

2 )及 ( 1
.

3 )
.

引理 2 对于引理 1 中的 ( 1
.

2 )及 ( 1
.

3 )式
,

极值函数分别为

。。
(
:
) ==

1 + m Z

1 + 九 2 ( 1
.

1 0 )

: :
(
z
) =

m + 1 )
e o s s

一 z + m 二 2

n + 1 )
e o s s

一 : + : z 名 ( 1
。

1 1 )

其中
c os s由下列方程确定

( m 一
。
)
1 〔一 e o s s + 2 : 一 e o s s

。 , 2

〔 1 一 ( m + i )
e o s s

. 1 + 二 r Z〕〔1 一 (
: + 1 )

c o s s
一 : + n ; z〕

m + 刀

抓 一 牡 石五二访万石叮〔砍 l 千而双石
es

而落而砰币百萨仁
.

( ` -

证 我们有
, ` z

,瑞器
其中 p“ ,。 p

, 山是 S o
h w

a r : 函数

二犯: 2
)〕

( 1
.

12 )

. (
:
)

1 + m切

1 + 砚功

_ (拢 一 1 ) P(
z
) 一 ( fn + 1 )

一
了不王丽万二丁获汀

.

( 1
.

1 3 )
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由〔 7
,
s〕知

,

( 2
.

2 )的极值函数当 P(
z
) =

1 一 之

1 + 2
时达到 ( 1

。

1 4 )

( 1
.

3 )的极值函数当 , (小欲}号瑞
十

摆芬〕
时达到

( 1
。

1 5 )

把 ( 1
.

1 4 )及 ( 1
.

1 5 )代入 ( 1
.

1 3 )即得 ( 1
.

1 0 )及 ( 1
.

1 1 )
.

对 ( 1
.

11) 求对数导数后
,

令
z = : ,

再令所得的式子等于 ( 1
.

3 )

即得 ( 1
.

1 2 )
.

马2
.

星 形 限 界 及 凸 形 限 界

- 二
: 。 , , 一 、 _ 、 ; 口 * . _ . /

,

二* f (
z
)

_ 。 _ : 二 , I不 , ~ 、 * , , .
/ , 。 ` 、 口 . 二 ,

摇砚
.

以 I、 ` , 七孟 , ’

昌伍
l ` l

\
l r , 月 飞 ,

亡孟 “ ’ U火切 )、 ` ,
怀

. ` I
\

. 二 .” 平
” ’
昌已

J夕 ,

尺

中口
:
是下列方程的最小正根

m称了 2 + 2优 r + 1 == 0

m ( 1 +
n
)
, 4 一 ( 1 + m ) ( 1 +

n
)
, : + ( 1 + 爪 ) = 0

结果是准确的
,

极值函数分别为

f (: ) = z
一 u 。

(: ) 及 f (
z
) =

z 一
: :
( z )

。

R o 《 R I

R。
> R :

( 2
.

1 )

( 2
.

2 )

证 ?

笋
aP ,b

,
:

,

... R e兰鱿工其
= 1 + R e

八 之 )

f (
z
) == :

一 u
( z )

, u
(
z
)。 P

a ,

b
.

z “ ,
(
z
)

u
(
z
)

由引理 1 得

二

、
>

{
m” 了忿 + Zm , + 1

( 1 + 二
,
) ( 1 + , ,

)
R

o

《 R :
( 2

.

3 )

2〔 ( fn + z ) 一 二 ( 1 +
n
)
, 2

卜 2召 ( l + , ) ( i + :
) ( l 一 二

, 名
) ( i :

, r l
)

( m 一
,
) ( i 一

, 2
)

’

R。
> R :

( 2
.

4 )

令 ( 2
.

3 )及 ( 2
.

4 )右端的分子等于零即得 ( 2
.

1) 及 ( 2
.

2 )
。

设 几
,

b 为方程 R
。 = R :

在 ( 0 1) 中的最小正根 (易知其存在 )
,
若 ( 2

.

1) 的 最小正根
了。
( : 。 , b

。

则 口 : = 10

若 ( 2
.

2 )的最小正根八》 l a, b 则口 : = 介

可以证明
:
存在二

。

< O
,

当 一 1成m蕊二。

时
,

( 2
。
1 )有最小正根

: 。簇 : 。 , b

当二
。
( m <

n ( l 时 ( 2
.

2 )有最小正根
: : ) , a , 。

另一方面
,

推论 1

定理 2

由引理 2 知极值函数分别为 f (
z
) = : · : 。

(
z
)及 f (

:
) = : 一 : ;

(
z
)

.

设 f (
z
)。N

,

f l (
z
)
。 P

。 , 。 I
:
I < l ,

则 f (
:
)的凸形限界 p , == 口 : .

设 f (
:
)

,
夕(

:
)
。
N且在】: } < 1内有

f (
z
)

g (
z
)
` P

“ , h ,
g (

z
)

之

。 P
,

则 f ( z )在 】z }< a :
内

单叶且星形
,

其中几是下列方程的最小正根

1 + 2 (m 一 1 )
, + 〔, n 一 2 (m + 。

) 一 1〕, 2 一 2二 ( 1 +
。
)
: 3 一 二 n , ` = O R。 《 R: ( 2

.

5 )
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其中

关于某类解析函数的星形限界及凸形限界 欢g

A
x,污 + B l , 3 + C

, ; 2 + D : ; + E : = 0

A : 二 , n ( 1 +
,̀
) B , = Zm ( 1 + n

) C : = 一 ( 2
,̀ + , ,̀ ,: + 1 )

D : 二 一 2 ( 1 +
, ,:
) E ; = ( 1 + , , ,

)
: 二 】: } < 1

R
O

》 R :
( 2

.

6 )

结果是准确的
,

f (

极值函数分别为

:
) =

丁(
:
) =

:

决二兰
1 + 之

:

月二兰
1 + 之

一 : 。
(
:
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.
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(
:
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.
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黯
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其
卜
}
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:
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, u
(
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:
)

. :`
(
:
)

。几
, b

.

旦工丝
二 1 + R e 兰户丛主2

+ R e

丈气之 ) p L之 )

( 2
.

9 )

八7
`

,
`、 .尸`

R e

由引理 1及熟知的不等式
R·

拱纷
》 -

之“ 尹 (
:
)

u
(
z
)

2 1
:
1

( 2
.

1 0 )

l 一 }之 }
“

2 ,

1一 了 2

(
n : 一 ,:

)
,

R
o

镇 R ( 2
.

1 1 )

R e

2矛, ( 之 、 _
,

台 ,于不
吧 `
乡心1 一

T气名 ) l

2 ,
·

1一 T z

( 1 + m :
) ( 1 + ,: ,

)

〔(
, ,̀ + n + 2 ) 一 ( m + ,` + 2” : ,: )

, : 〕

(m 一
,:
) ( 1一

, 2
)

2召 ( 1 + m ) ( 1 + n
) ( 1一 m ; 2

) ( i 一
, : , 恶

)

(
,
卜

,:
) ( 1一

, 琴)
R
。

> R `
( 2

.

12 )

分别令 ( 2
.

1 1 )
、

( 2
.

1 2 )右边分子等于零
,

整理即得 ( 2
.

5 )
、

( 2
.

6 )
。

( 2
.

5 )及 ( 2
.

6 )式最小正根存在的讨论可仿定理 1 ,
此处略 ( 后面定理的类似讨论也略 )

另外
,

由引理 2 及 ( 2
.

9) 式
,

可知极值函数分别为 ( 2
.

7 )及 ( 2
.

8 )
。

` 、
. : 几 : , _ 、 _ , _ 、 _ , : 口 *

! _ , /
,

。 * f
,
(之 )

, 。 _ , , _ 、 _
。

_

, , . ` , _ 、 .

*
」 t
,

推论 2 设 f (
z
)
, g (

:
)
。N

,

且在 l: }< 1内有 生分毛令。P
, g ,

(
z
)。 P

。 , b ,

则厂(
z
) 的凸形丁 , ,

“ 叭
, 、 一 / ’ 。 、 一 产 “ `

” ~ 山
’ 一 ’

\
` ’

一

`
门 g ,

( : ) 一
’ 口 、 一 /

一
“ , 口 ’ ”

切 ’ 、 一 声 曰 J

目
产

丫

限界p : = 叮 z

定理 , 设 “ ·
,
〔
N

, 。 `· ,` “牛
0 ( 下 < `

,

若在 ,· , < `内
,

另
` p

。 , 6 则 “ · ,在 ,· ` <

a 3

内单叶且星形
,

其中几是下列方程的最小正根

几,: n : ; 3 + ( k m + 掩n + 机 n + m 一 n
)
r 么+ ( k + Zm )

, + 1 == o R。砚 R: ( 2
.

1 3 )

A : , ` + B Z , 3 + C: r Z + D : : + E
: = o R

。

> R ,
( 2

.

1 4 )

其中 k = 2 , 一 1 , , 二
1
: 1< 1

A : = (
n 一 m ) 一 2 ( m + n + Z n : 了: ) k + (

,
卜

n:
) k

Z

B : = 一 2〔 (
, ,: + ,: + Zm n ) 一 2 , ( 1 +

, n
) k + (

n 一 n :
) k

么〕

C : = 〔 ( 5
,
卜 m + 4 , ,: ,: ) 一 2 (

,
卜 3 , ,卜 2 )掩+ (

,
卜

, n
) k

名〕

D : = 一 4 (
, n + 1 ) ( k 一 1 )

,

E : 二 一 4 (
” : + 1 )

结果是准确的
,

极俏函数分别为
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f (
z
) 二

沪(
:
) 二

( 1 + z
)
“ 一 “丫

一 :̀ 。

(
:
) ( 2

.

1 5 )

Z , 、

--(1 千牙)不飞丫
’ “ ,叹“ )

f (
z
) = g (之 )

“
(
:
)

u
(之 )。 P

。 ,

石

( 2
.

1 6 )

( 2
.

1 7 )

.’. R e 名仁乌)
= R 。 考歼单

十 R 。

烈黔2
不气z ) 夕叹z ) 左叹之 )

注意到弓黑冬引护
g 叹Z )

,
(
:
) 从而 R e

恻返夕) 工土工卫兰二鱼立兰及引理 4得
.

g 气若 ) 1 + T

黔
+ (、干
箫子戳

;
)

专劣洲
竺丝瑞瑞竿豁

竺沙

R
。
( R:

( 2
.

1 8 )

2记 ( z + m ) ( 1 + n ) ( 1 一 m , 名 ) ( 1一 n r Z )

(m 一 n ) ( 1 一
, 2
)

R
。

》 无,
( 2

.

2。 )

才了.协.了、 .了口.、

李
,阳一、 .尸.

R

分别令 ( 2
.

18) 和 ( 2
.

19) 右边的分子等于零
,

化简即得 ( 2
.

l a) 和 ( 2
.

1 4 )
.

二 二 . _ ` , 、 _ “ 。 11
*

: g 尹 (约 _ 1 + ( 2丫一 1 )
z

,.- 右职 g气)z 二 了二下二而二呀 ,
一

则有口丢六人二 = `
一六弓二少一

户
-

一
『 ~

、 `

( l + 之 )
` 一 ` 犷

一
’ .

9 ( 之 J l + z

.’. 由 ( 2
.

1 7 )及引理 2
,

知极值函数分别为 ( 2
.

1 6) 和 ( 2
.

1 7 )
。

推论 S

限界p 3 二 叮 。 .

定理 4

设 f (
z
)。N

, g (
:
) e K : 0 ( 丫<

* *
! _ l /

,

二二 沂产 ( )z
_ 。

_

!.1 111
, _ .

、 都
. : :

*
.

们 门工 ! ` l ` 、 1 !勺 月 二了 7万 、 - 七 f a ,
b火 IJ I 气̀ ) 廿U口九少

y
’

气̀ 夕

设了(
:
)

, 。 (
:
)。、

,

且在 r
:
一< 1内有

嘿
。 ,

,
.

黑奕
。 ,

。 ,

。 ,
; ( : )。 s贫 。、

习 气̀ I 刃 气̀ 少 了

,J,声̀,卫月J、.1八U19
自3O自叮̀0自,口

000.

,曰,自,曰2
了.、
矛

`
、
了.、了.
性

了 < 1则了(约在 }
:
l< 口

`
内单叶且星形

,
其中入是下列方程的最小正根

1 + ( 2 ,。 一 3 + k )
, + 〔 ( m + ,: 一 1 )寿一 ( 3m + 3 ,: 一 m n ) k

么〕; 2

+ 〔 ( m n 一 , ,卜
,: ) k + (

,
卜 , ,卜 3 m ,:

)〕
, 3一 k m

n , ` = O R
。
成 R :

A a r 4 + B o 1 3 + C
。 , 么+ D

a : + E : = o R
。
) R 4

其中 掩= 2丫一 1
, , = }川 < 1

A
。 =

(
,

卜 m ) 一 2 ( m + n + 2拢 ,:
)吞+ (

,̀ 一 , ,: ) k
Z

B: 二 一 2〔3 ( m + n + Zm n
) + 2 (m 一 Z n 一 m , :

) k + (
,̀ 一 , ,:

) k
么〕

C
3 =

( 1 3 n 一 9 ,,: + 4 n: n ) 一 2 ( 3
,: 一 s m 一 2 )掩+ ( ,卜 m ) k

Z

D 。 = 一 4 ( m + 1 ) ( k 一 3 ) E : == 一 4 (m + 1 )

结果是准确的
,
极值函数分别为

“ ` , 二

示粉
丽

.

“小不备可
.

1· 之

1 + 之

· , 。 (
z
)

1 一 之

l + 之

·
: :
(
z
)
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证
` · ’

f(z , /“ ·

)eP
,

一

歌务武
f (

: ) = F (
:
) p (

:
)
u
(
:
) 其中p (

:
)
。尸

, 矛̀
(
:
)
。尸

“ ,
b

( 2
.

2 4 )

R e
: l 尹 (

:
)

厂(之 )
= R

e

“ F 尹 (
`
)

F (
:
)

+ R e 弓鱿终)
+ R e 名鲜终)

p L之 ) 2 ,气2 )

l + k ,
·

1 + 7

2下
.

( m 一 ,:
)
了

一 一丁

—
一不

~

十
, 二 一二 一 ` 了了 竺

一
1 一 1 `

L l + 叨了 )气1 + ” 下
R

o

《 R
:

( 2
.

2 5 )

“ “ ·

节
’ 、 1 + k ,

·

2了

1 + 7 1一 了 2

.

〔 (爪 + n + 2 )一 ( m + 刀 + 2功 , : ) ,
·

2〕一 2训 面石沁)『I千
, ) ( 1 一 , n , 2 ) ( 1一 。 : 么 )

甲
-

-
.

一
- · · - ·

一

”
、 , 、 , 、

~

( 次 一 ,
) ( 1 一

: 2
)

R。》 R
,

分别令 ( 2
.

25 )及 ( 2
.

26 )右边的分子等于零
,

通过计算整理得 ( 2
.

2 0) 及 ( 2
.

21)
,

及 ( 2
.

2 4 )知极值函数分别为 ( 2
.

2 2 )及 ( 2
.

2 3 )
.

( 2
.

2 6 )

由引理 2

定理 5
设“ ·

,脚
, 。 `· ,式 若在 ,

·
, < ,内有

井 }
·

助
, ·

则 “ ·
,的凸形限界

帷
下列方程的最正小根

,

二 , , 4 + Z n ( 1 一 Zm )
,
·

3 + ( l 一 4二 一 4 , + 。 n
)
,
·

2 + 2 ( 。 一 2 )
, + 1 = o R。续 R :

月
4 ,

·

4 + B`了 s + C
4 , 2 + D

4 ,
·

+ E
4 = 0 尸。 > 尸

`

其中 A` = ,
( 。 + l ) B

` = 4 ? : (
,。 + 1 )

C
` = 〔5 (

1 ,

卜
, ,
) 一

, , m + 1〕 D ` = 一 (
, n + 1 ) E

` =
(
。 , + 1 )

结果是准确的
,

极值函数分别为

( 2
。

2 7 )

( 2
.

2 8 )

f (
:
) =

之

( 1 一
:
)
“

· : ,。

(
之
) ( 2

.

2 9 )

, I 、 之 , 、

了气Z ) 二 了 ` 一下下又 称 . 农 1气Z )
叹1 一 z )

-

证
’

: f
,
(
:
)
= o ,

(
:
)
:`
(
:
)

: `
(
:
)
。 P

a ,
,,

( 2
.

3 0 )

( 2
.

3 1 )

R ·

〔
, +

粼〕
= R。

〔
` +

群鬓〕
` R·

嗡
,

、
·

。 (
·
)
` S

, ·

、 R ·

〔
` + z 力分 ( 之 ) 1~ l 一 4了 + , 2

一 皿犷 ;二二 二 口多二

—
g

,

(
z ) J I 一 , `

, =
}
z
} < 1

:
.

由引理 1得

1 一 4 T + y Z

(

一R e

`
’ `

渊
)

{号书
、 〔吸m + n + 2 )

*
,

一少竿 {i江
-

气l + 执犷 )气1 + n 下

R 。镇 R :
( 2

.

3 2 )

一 (二 + ,: + Zm n
)
,
勺 一 2斌 (

( , 一 n
) ( 1 一

r Z

i + m ) ( i + , :
) ( i 一 执

; z

) ( 1愁
1艺 )

l

R。 ) R
;

( 2
,
3 3 )
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一

一
一

一
.

一 -~ ~ ~ 卜 ~ ~ , ~ -一一~ 一- ~ 一

一
~ -

一
~ ~~ ~ ~ , 尸一州冲~ ~一~ ~ . 月 , ~ . 曰 . . 叼口 . . .

令 ( 2
.

3 2 )及( 2
.

3 3 )右端分子等于零
,

整理即得 ( 2
.

2 7 )及 ( 2
.

2 5 )
。

由引理 : 及 ( 2
.

3 1 )并注意到使 R e

r :
、

翼典21取极值的
函数为 二一凡二 即得 ( :

.

2。)及
~

` ” 一
-

一
’ -

一
`

”
’

~ “ ~ 一一 L
`

’

f
尹
(约 J 一 一 ~

” J

~ ~
/ 砂

( 1 一对
z 『

’

~
“ 、 一 ’ 一 ’ `

一

( 2
.

3 0 )
.

〔注〕 在定理 1一 5[ 卜
,

令 a ,

b
,

乍等于某些特殊值
,

我们将得到文献〔均一〔5〕中有关的定理
.
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