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摘 要

本文证明了二阶双曲方程组一类特征问题的唯一可解性
,

当且仅当方程组的参数满足某

个藕合关系时失去
.

十年来人们在讨论非主型方程离散现象 ( 文献 〔1〕等 ) 时发现
:

方程参数在适 合 某

个祸合等式时
,

解的某些性态发生突变
,

低阶项对解的性态存在影响
.

我们在研究二阶

两个变数两个未知函数的常系数线性偏微分方程组的定解问题时也发现类似的情况
.

本

文放宽了文 〔2〕中关于支柱的限制
,

不要求它们相交一点 , 不仅考虑解唯一性
,

还 考虑

解存在性
,

证明了一类特征问题唯一可解性不成立情况也是离散性地发生的
。

马1
。

一 类 函 数 方 程

本节给出关于厂( x) 的函数方程

l

f ( x ) 一 习
a `f (

a ` x + 夕` ) = h (
x
)

, 一 OO <
x
< oo ( 1 )

1 . 1

的若干结果
,

其中 ia
、

al’
、

凡均为常数
,

在所有几为零时
,

( 1 )成为

r

L f ( x )二 f (
x
) 一习

a i f (
a `x ) = 入(

x
)
。

` . 1
( 2 )

为方便计
,

记

L
一 ’

h( x) 二习 口 、二 ,a
,

h (
a

_

… a ,

x)
不 P 万 I 苦

P

l

定理 1 〔2 , s 〕假设所有 l
a i }小于 1 ,

Q
。
二习 }

a i a i” } < i ,

又 设 h (
x
) = O ( : ”

)
、

f (
x
)

i = 1

二 O( 户 )
,

则级数 L
一 ’
权 x) 收敛于方程 ( 2 )的唯一解

,

而且若权 x) “
” ,

则 L
一 ’
权x) 亦然

。

本文 19 8 4年 5 月收到
.

. 本项研究由中山大学高等学术研究中心基金会第二项合约资助
.
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定理 2 假设所有 {价 }小于 1 ,

口
。
三刃 }

a `a i” { < z ,

` 二 1

l

口j三乞
a ` a i j笋 1 ( j = 0 , 1

, ·

…
i = 1

: 一 l)
,

又设扦x) 争 (x) 在
x ` 口有

。
阶导数

,

则方程 ( 2 )有唯一的解
.

证 设 f (
x
)满 足 ( 2 )

,

易 知 f ` j ,
( o ) = h ` j ,

( o ) / ( i 一 9 5 )
,

j = o
, i , … , ; 一 z

。

命了(
x )

= 丈( x ) 一 乞 f ` j ’ ( o )x j / j !
,

j
= 0

万( x ) 二 无(
x
) 一工无

` j ’ ( o )
x j / j !

,

则了(
x
) 二 0 (

x ”

)
、

万( x )
= o (

二”
)

,

且有 L入x) = 欣x)
。

由定理 1 及条件 Q
。
< 1得了( x)

二 L 一 ’
元( x)

,

于是

厂(
x ) = L 一 `石( x ) + 罗单丛旦)耳

户 L l 一 q j ) ] !

反之易验证
,

由 ( 3 )表示的函数适合方程 ( 2 )
.

证毕
。

类似地可证

定理 3
了

假设所有 }
a i l小于 1

,

Q
。
三习 }

a i a `” }< 1
,

对于小于
n 的非负整数 j有

`
二 l

、 ,二

燕一
`

{
= 1 , 了 = 少, ,

…
,

j
r ,

手 1
,

j手 j
, ,

… ,

j
r ,

又设 厂( x) 与h( 劝在
x = o有 n

阶导数
,

则方程 ( 2 )有解的充要条件是

h “ t ,
( 0 ) = 0 , t = 1 , 2 ,

·

” , 7 ,

全体解为

f (二 )
= :

一 ,

万(
二 ) +

置
j

= 0

了活 少l 一
`

” 一 ] r

飞兴界
+

身
·
it,

。
一

: }
一

,
欣

二 ) 一 、 ( 二 ) 一岁些华卫2二
,

厂灭 ] 孟

, 。 : 、 。么 、

…
、 c r

是任意常数
.

定理 4 假设所有 }久 {小于 1 ,

厂( x) 与 l(I x) 在
x 二 O有任意阶导数

,

则方程 ( 2 )唯 一
卜

解的充要条件是

l

口,三艺
a 、 a i j手 1

,

j “ o , 1
,

…
。

一 1

若条件 (
_

4 )不成立
,

则方程 ( 2 )有解的充要条件是 自由项二h( x) 满 足 相 容 性 条 科

“ ` 了! ) `。 , = “ , ` 二 `
)

2 ,

一
解在相差多项式。`· ,

镇cxt 、 意义下唯一
,

其中 ,
, , …

,

,
:

足使 q、 二 1的所有非负整数 (其个数必定有限 )
, ` 工、

一
、 : :

是任意常奴
.

证 设条件 (: )成立
.

因诸 !
。 ` }刁

、 于 ,
,

故有非负整数
: 。 ,

使当 :
)

: 。
时

,

口
,
三
全}

: 、 : 、。

f
“ l

< 1
。

由定理 2 及 : ) : 。
的任意性

,

方程 ( 2 )是唯一可解的
。

设条件 ( 4 )不成立
,

则上述 : 。
必大于 m a

xj
t ,

于是对于任意 n
)

: 。 ,

由定 理 3 知 方私
1 ` t ( r

〔2 )有解的充要条件是h “ : ’ ( o ) “ 。 , t = 1 , 2 , 二 , : .

解在相差多项式 P (幼 二习 ct 分 ,
意义下

t = 1
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唯一
。

证毕
。

l

定理 5 假设 f ( x )。 C
n ,

Q
。
三另 l

a ` a i” l< z ,

则函数方程
i = 1

万

f ( x ) = 艺
a ` f (

a `x + 口i )
,

{
a s l < i

`“ 1

5 )

有非平凡解的充要条件是有小于
n的非负整数 j满足

l

q j三另
a i a i j 二 1 ( 6 )

所有非平凡解都是 ]’r 次多项式
,

其中 jr 是适合 q , 二 1的最大非负整数
.

证 设 f (
x
)满足方程 ( 5 )

,

于是 f `” ,
(

x
)满足

l

f ` ” ’
(

x
) = 刃 。 f a i

”
f `” )

(
a ` x + 吞i )

,

泣= 1

因。。
三
乞!

。 ` a `· } < : ,

故容易从所得式子导出 , (· ) (二 )三。 ,

从而有

j = 1

厂( x
) 二另几sx j

j = 0

把 ( 7) 代入 ( 5) 并比较两边各幂次的系数
,

得到关于久
。 、

久
, 、

一
、

久卜
;

的线性方程组

( 7 )

久吞二另几jC j j 一 k

j
“

k

I

另
a i a i k口i j

一 k ,

k 二 o , i , … , n 一 1 ,

( 8 )

该方程组的系数矩阵呈
.

上三角状
,

对角元素乘积为 n ( 1 一 扑 )
。

如果小于
: 的全体非负整

k
= o

数 j都使 q ,子 1 ,

则所有幻为零
,

从而厂( x) 恒为零
。

反之
,

若有非负整数 j适合 q , = 1 而升为

其最大者
,

则线性方程组 ( 9 )的非平凡解可表为

(久
。 ,

久
, , … ,

久卜
,

) = (久
。 , … ,

久j
r , 0 , … , 0 )

其中幻
r

是任意常数
。

因此厂( x) 是一个 j
;

次多项式
,

而且容易验证这样的多项式确实是为

程 ( 6 )的解
。

由定理 5不难证明

定理 6 函数方程 ( 6) 在 C ’ 类中有非平凡解的充要条件是
,

存在非负整数 j适合qj 二

去
: `。 ; , = : ,

所有非平凡解都是 j
,

次多项式
,

其中 ]’r 是使 q , 一 : 成立的最大非负整数 j
.

j
’ 1

定理了 设城 x) o C。 ,

则函数方程

厂( x) = 工
i = 1

a i f (
a f x ) + 习 乙j f (口j ) + 几(

x
)

,

!
a i ! < 1

( 9 )

在
` ’
类唯一可解的充要条件是

习 ia a

二 i

笋 1 , n = 1 , 2 ,
` · `

多 ( 1 0 )
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夕 丁

阁
“ ` +

男
: 乙̀ 子 `

·

( 1 1 )

证 唯一性部分已由定理 6给出
.

下边证明方程 ( 9) 一般可解性 ( 即不依赖自由项的

解存在性 ) 成立的充要条件是 ( 1 0 )
、

( 1 1 )
.

先证充分性
。

据定理 4 ,

条件 ( 10 )保证了方程

夕 (
x ) “

叉
a i夕 (

a 、 x ) + h ( x
) 一 入( 0 )

( 12 )

有 C ’
解 g (

x
)

.

当习
a i 铸 1时

, g ( x
)唯一 ; 当

i , 】 各ia 二 1时
,

抓 x) 在相差一个任意 常数意义

下唯一 条件 (川保证了常数田 一 〔
影

, “

()jt
+ 无(” )〕(/ ` 一

戴
函数厂( x) 二 g ( x) + 。 满足方程。 9 )

.

ia 一习 b ,
) 的存在

。

易知

再证必要性
.

若有正整数、 适 合全
。 i犷

` 二 : ,

不难看出

( 1 3 )
门é

一一

、 ,2
子
.

、

,
矛凡o

矛

`、
尹

`
、

,

儿

是方程 `9 ’有解的必要条件
·

若所有正整数
·
都使
身

、

:a
断言方程 ( 9 )有解的必要条件是 自由项几( x) 满足

沪 1 ,

但习
a i + 叉 b , = 1 ,

我 们

、 .产、、尸犷、 .少月任已口八h礼
动111孟,工沈乞 b z夕 (刀j ) + 人( o ) 二 o ,

j = l

其中 g (
x )是方程 ( 12 )的解

。

事实上
,

若方程 ( 9 )有解厂( x)
,

则 由 ( 9) 得

f ( 0 )
=
叉
i = 1

a 、f ( o ) + 见 b j厂(夕j ) + h ( o )
,

j
二 1

因为习
i = 1

b j = i
,

故 ( 25 )可写为 卫 b j〔f (夕j ) 一 f ( 0 )〕 + h ( 0 ) = 0 ,

或
了= 1

见 b j了(夕s ) + 人( o ) 二 o
,

j
= 1

其中“
X

,
= “ ·

, 一 “ O ,
·

由 ”̀ ,及“ 5 ,知 ,`
X ,满足方程 “ 2 ,

,

由条

唯
· * ·

: “
,

十卫 ib 二 1以及定理 4知
,

尽管 ( 1 2) 的解g ( x) 可能相差一个任意常数
,

但是 习 b j夕 (
、 )

j 二 1

= ( 1 一 卫
a :

)抓 x) 总是唯一的 于是 习 b j了( x ) 二习 b j g ( x )
,

从而 由 ( 2 6 ) 可 推 出 ( 2 4 )
.

最后不难看出
,

( 1 3 )
、

( 1 4 )不仅是 ( 9) 有解的必要条件
,

而且还是充分条件
。

证毕
。

利用定理 7并适当变换自变数与函数
,

可证

定理 8 设h( x)
6 C ’ ,

则函数方程
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f (
x
) = a f (

a x + 夕) + 习 b zf (口j ) + 几(
x )

,

j = 1

在 C ’
类唯一可解的充要条件是

T

a + 另 b j沪 1 , a a ”
沪 1 (

n 二 1 , 2

j
= 1

a 子 1

9 2
.

平面双曲组特征间题的离散现象

第一类双曲方程组哟
u x 戈 + Z b l u 牛夕 + Z v 二夕 二 0 , Zb

s u 戈夕 + 2右
i 口劣夕 + 刀夕夕 = 0

ba = a b子 0
, a =

k 一 Z b
z

2

1 / k 一 Z b
,

2
0 ( k ( 1 , 石一子 0

( H
:

)

的一般解是
、 .了、 .尹

劣 , 夕

尤 , 琴

= f
3

(
x 一 k万 ) + f

`

(
x 一 夕/ k ) + f

Z

(甘)
,

= b f
3

( x 一 k万) + a f
`

(
x 一 参 / k ) + f ;

(
x
)

,

了.、尹`
、

其中 f、是任意二次连续可微函数
.

由 ( H犷)得

(
x 一 k ,

`

)
_ 。 夕 一 au 郊 k

kb 一 a/ k
( x 一 万 /掩) =

k右忿劣 + v 夕

k b一 a
/ k

( H兮)

( 1 7 )

从 ( 17 )知
, u 、 。

在全平面任意可微的充要条件是厂i ( )t 任意可微
。

考虑 ( H
,
)的丫类特征问题

,

其各种提法列于附表
,

在这些问题中
,

关于
。 、 。的定 解

条件都是各占两个
。

定理 9 附表第 17 一 20 号问题在 C ’
类唯一可解的充要条件是

手
` 一 k

Z

,
,

“
, ` 一 2 , 3 ”

’ ·

证 只证 19 号问题
,

定解条件是

= a
(

x
)

y = C Z ,

u

!
一夕( ; )

。

l
一 : ( x

)
。

1
: 。 (

x
)

’ 劣 一 k y 一 C `

”
劣一 y

/ k 一 c s

”
劣一几y 一 c .

不失一般性地取
c : = “ = 。

.

结合上述定解条件 与一般解 ( H犷)得

u
( x , , ) 二 一 f

`

(
x 一 k , ) + f

`

( x 一 “ / k ) 一 f
`

( (“ 一言) “ )

+ f
4

( 0 ) + a
( x 一 k夕 ) 一

a
( 0 ) + 口(甘 )

,

”
(

x , , )
=
一 。 ,

`

(
x 一 。 ,卜

。 ,
`

( x 一 , /。卜
a
,
`

( (卜音
,
x
,

+ 石f
`

( 0 ) + b a
(

x 一 吞, )一 b a
( 0 ) + 占(

x
)

,

/

1
.

丫|

l
、 、

其中 f` ( O满足函数方程

,
`

(,卜手
,
·

( k
Z o 3一 “ 2: , + “ `一 , + 五 r

`

( o ) + , ( t )

( 1 8 )

( 1 9 )

( 2 0 )



中 山 大 学 学 报 1 9 8 5 年

* ( `卜含
· ( ;

2· 3 一 * 2`) 一

杏
:

(
一

么
一

)
+

告
“

(贯
、

一

)
一

含
· ”̀ ,

.

由: 、 v在全平面任意可微的假设
,

h ( )t 与诸矛` ( O属C ,
类

。

对于方程 ( 20 )
,

注意到

1 )
誉

( 一 ” 2

, 笋 ` ;

2 )
护

+

卜 令
一 1 ;

3) 利用下图中的几何关系得

k
Z e s

k
Z一 1 )

一 。 k
Zc 3

k
Z一 1 ’ 黔

,
、

)
一 “

(会
一

)
,

( 2 1 )

矛才.、

了

ǎ洲ù
夕

并由 ( 2 1) 可验证方程 ( 20 )的自由项h ( x) 满足相容

陕条件
。 (

` 。 一

泞训
+

知(。 一

态
:

+ l h (

其 ,卜: g ( t )是函数方程

k
Z c ,

一丁一二一 奋万
一

少二 U ,

1 十 月 一 柔净

。 ( ,
卜子

。 ( 一 、 2才
卜 ` (` +

羚飞
:

一

)

一 h (
k

Z e :

1 + k
Z

的解
,

根据定理 8 ,

若条件( 18) 成立
,

则方程 ( 2 0) 有解
,

不同的解相差一个任意 常 数
,

再注意到 ( 1 9 )及定解条件
,

便不难知道特征问题的解存在而且唯一 , 如果条件 ( 1 5) 不成

乞 即存在一 个不小于 2的整 数 九使
-

兰
、

( 一 w i)
。 一 1成立

.

则当自由项 h( 。 满 足 相 作

`

扛铸冬

、 (? ’
&(l 斗 )

一 “
( 2 2 )

时方程 ( 2 0少才
一

育解
,

解不唯一
,

任两个解相差一个 j
。

次多项式
.

再注意到 ( 1 9) 便 知特征

间题的解存在但不唯一 当相容条件 ( 2 2 )不成立
,

方程 ( 2 0) 无解
,

从而 特征问题无解
。

正毕
.

戈似地
,

刊用第 1节关于函数方程的结论可以证明
:

甘表第 ]一 10 号问题在 C 一类唯一可解的充要条 件是
占尸 们

、

j月

」 !一 13 号问题在C ` 类唯一 叮解的充要条件是

衬一 j 6 号问 j坦在C 一类唯
·

可解的充要条件是

a

a 一 b

b

b 一 a

l( 一 寿
一 “

)’ 们
,

j 二 2

( z 一左
2

) ] 子 1
,

j = 2
4 二

,

… 第 2了

艺2
、

2 3
、

24 号问题在C ’ 类解唯一的充要条件分别是

含
〔“ , 一 ` k一

孟
, ,〕

“ ` , ,
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I

一 ( 冬
一 。 ) ,

污
〕 2沪 1 ,

j = 2 , 3 , 4 ,
’

二 ,
1

一
加尸̀b一a

(
一 1 )达 (lt

二

a

庵2
) ) 一 i〕特 1 ,

j 二 2
, 3

,
·

.4 二 ;

, , `

1
` 气 1 一 一「不

R .

) , 一 1〕沪 z ,

j 二 2 , 3
,

4
,

…a一吞
:矛ù

,上
ù

户才.、

附表 方程组 ( H
:

)一奥特征 问题的提法

= e 3 l x 一 k y = e 4 x ” e ,

i v = e Z } x 一 y /k = e 3 l x 一 k y = e -

U , V U , V U , V U V

U , V U 一 V U , V V

V U U V U , V U s 丫

丫 U V U 认 , V U , 丫

U , V U V 1 7 U U 丫

U , V U V V U

V U U , 丫 1 9 U U , V

13141516171819约牡捻始拟

住 , 甲 U V 2 0 U U 一 V

V U 一 V U 2 1 V

V U U , V 2 2 V

U , V

u , ,

…
U , V 2 3 U U , y

U , V 2 4 U , V

…
,.夕............

!
.

.

l

es
we

Jl
l,1̀

1!14325675。101112
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