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摘 要

本文论及的空间 E
、

F和 F试“ 效 )均为复数域上的拓扑线牲空间
,

岁 ( F )为关于 F 的一

个基族
。

本文主要是讨论 笋
一

(K )拟线牲算子族 A 。 : E , F (此刁 )的等度连续牲和按牲岁 ( F )

等度连续牲 (见定理 1和 2 )
。

同时
,

进一步讨论算子族中诸算子的象空间可以是不同的空

间
,

即 刀` E , F a
(
a ` 刀 ) 的情形

,

并有类似的结果 ( 见定理 3和 4 )
·

P e

itt
s B

.

J
.

利用拓扑群理论
,

在一般拓扑线性空间中
,

建立了按一族伪范数 ( p
s e u d 。

一 n o r 。 ) 少一
拟线性 ( q

o
as i一 l i o e a r

) 算子族在零点的等度连续性和技伪范数 介梦 的等度

连续性的命题 ( `〕 .

本文拟在文 〔2〕方法的基础上
,

作相应的推广
,

讨论一族按梦一 (K )拟

线性算子
,

不须拓扑群理论
,

直接建立了较文〔1〕更广的命题 (见定理 2
、

4 及其推论 )
;

同时
,

定理 1 和 3 中建立的等价命题也是很有趣的
。

本文论及的空间 E
、

F 和 F a( “ 注 )均是复数域上的拓扑线性空间
。

岁
:

表示空间 E 中

零点 0 的邻域基
,

其成员均是 E 中开的圆形集 , 梦 ( F ) 表示一族定义在空间 F 上具有如
一

「性质的实值泛函必
:

( i ) 功( 0 ) 二 0 ,

其中 8 是 F 中的零点
,

( 11) 功( y
: + 穿:

) ( 必( g
:

) + 必( g
:

)
,

V万
: , 夕2` F ;

( 11 1) 功在零点 0 上半连续
;

( iv ) 对于每个 人犷
; ,

存在某个介梦 ( F )
,

使得 <夕eF !必(妇 < 1 } c .V

容易证明
,

每个咖梦 ( F )在空间 F 上均一致连续
。

我们称这样的一族实值泛函梦 ( F )

为关于 F 的一个基族
,

凡拓扑线性空间必有这样的基族 〔’ 〕
.

定义 如果算子族 A :a E ~ F ( ae A ) 具有性质
:

( S
,

) 对于每个 功
。梦 ( F )

,

存在正数 K
,

使得对于每个
“ 。 A

,

相应地有
“ 产。 A

,

成 立

关系式
:

功〔A
a

( x
; + x :

)〕《 K 〔沪( A
a , x ,

) + 动( A
。 r x Z

)〕
,

( S
:

) 对于每个介梦 ( F )和自然数
: ,

有

砂
(
,
口

C
一

))
一 ,

G
A二

)
,

v二 E 及 ·
“

;

V x 一, x : `石

木文于 1 9 8 3年 8 月收到
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则这族算子 { Ala以 A} 称为按 梦一
(K )拟线 性 的

。

特 别 地
,

当 K = 1 时
,

若 有
a 尹二 “ 。A

( V二A )
,

使得 ( S
,

) 成立
,

就说 { A
。

!二 A }是按 梦
一

拟线性的
。

显然
,

对于具有性质 ( 5
2

) 的算子族 { A
。

1二才 }
,

必有诚 A
a
o ) 二 o ,

v心: 梦 ( F )
.

我们说 { A
。

! aE A } 在点 xo o E 附近一致有界
,

是指对于每个 V 。岁
; ,

存在正数 M 和点

x 。

的一个邻域 U (
x 。

)叠
x 。 + u ( u

。军
:

)
,

使得 A
。

( u ( x
。

) )二 M v
,

v二A
.

引理 1 如果算子族 { A引二 A } 在集合 D二 E 上一致有界
,

则对 于每个功
。梦 ( F )

,

泛

函族神
。

A
。

1, A }在 D 上一致有上界
,

即 s u p s u p 似 A ax ) < + co
.

C e A 名口D

定理 1 如果算子族 笼A
。

! ae A }具有性质 ( S
:

)
,

那么
,

下列三个命题等价
:

( p ,
) 对于每个 必

。梦 ( F )
,

泛函族 {功
。

A创二 A } 在零点 灸 E 等度连续 ,

( p
:
) 笼Aa

}
a e姓 } 在零点 s o E 等度连续 ,

( p 3

) { A al 二 A } 在零点 决 E 附近一致有界
。

闷

特别地
,

若 { Aaj * A } 是按 梦一 ( K )拟线性的
,

则上述三个等价命题亦和如下命题等价
:

( p
`
) 笼A引ae A } 在某个点 从。 E 附近一致有界

,

并且在点 一 肠
: 。 E ( 其中 几为 某个

正数 ) 有界
。

证明 首先
,

设 { A o
l
a o A } 具有性质 ( 5

2

)
,

往证 ( p
,

)井 ( p
:

)
:
设 V 。罗

; ,

选取 W
。穿

,

和 功。梦 ( F )
,

使得 W + W C V 和 {夕。 F 】功(夕 ) < i }=C 平 , 那 么
,

根 据 ( p
:
) 有 U 。岁

: ,

使得

A ax 一 A a0
6 W + 平〔 V

,
V耗 U 及 盯 A

。

( p
。

)井 ( p
。
)

: 设 V 。罗
; ,

选取 必。梦 ( F )和 V带。澎
; ,

使 得 V . =c { , 。 F】功仕 ) < 1 }
,

刀I二么
,

对 V一应用 ( p
Z

)
,

便可证明必有 U 。犷 ; ,

使得 A
。

( U ) c V
,

V妊A
.

( p
。
)纬 ( p

,

)
:
设 功

。梦 ( F )和
。 > o ,

选取 V 。澎
二 ,

使得 V二王, 。 F { l叻( , ) } <
。 }

,

再由 ( p
。
)

,

有正整数 N 和 U 。澎
: ,

使得 A
。

( U )己 N V
,

V , 妈 因此
,

只要选取 W 。犷
: ,

使得 N W己 U
,

便有 }拭 Aax ) ! <
。 ,

v烧W 及 a

叨
.

现在
,

假设 { A
。

} , 刁 }是 按 梦一 ( K )拟 线 性 的
,

往 证 ( p
4

)井 ( p
。

)
: 设 价犷

, ,

选 取

功。梦 ( F )
,

正数
。 和 V奋。澎

: ,

使得 ZK :
< 1和

V . c 王, 。 F l价( , ) < 。 } c {鲜。 F {功( , ) < i }c V
,

那么
,

根据 ( p
`
) 对 V气 有正整数 N

, 、

点 朴 。 E 的邻域 U ( x ,

)叠
x , 十 U :

(矶
。犷

:

) 和 几> O
,

使得 当 :
) N ,时

,

有

。
(食

一

A一
)
< 一 V X 〔 U `一 , 及 一“ ,

,
(令

A
。

( 一 “ X ,

))
<

· ,

再选取 U “ 岁· 和正有理数
7 =

念( 其中 m l 和 ln 均为正整数 )
,

使得

u + u 二 u , 和 生 ( 、 一
,
)
二 :。 u

,

于是
,

对于每个二 U ,

均可写成
x 二 : lx

。 一 m
:
又x , ,

其中 x0

阔此
,

对于正整数 N = N
l
m : n , ,

有

叠六
x +

令`“一 ’ X l +

一 U `一 ’
,
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功
(责

A一
)
、 K

介(食
A一 `一劣 。

)
)

+ ,
(贵

A一 (一
` x !

,)〕
( K〔 e + ￡〕 = ZK￡ < 1

,

V a o A
,

所 以
,

有 A
。
( U )C 刃 V

,
v ae 姓

.

再证 ( p
:
)兮 ( p

`

)
: 设 V 。犷

; , x : ` E 和 久> 0 ,

选取功
。梦 ( F )

,

使得 {万。 F l功(刀 ) < 1 }=c V
,

那么
.

根据 ( p
;

)
,

有 U 。澎
: ,

使得拭 A ax ) < 1 ,
V二 U

,

再选取 矶
。扩

:

和正整数 N
,

使得

U
; + U :

已 U 不汇l x : , 一 久劣: ` N U I ,

又因为
.

U (x
:
)垒万 : + u : 二 N u

,

所以
,

有

A a
( U ( x

:
) )江 N V 和 A

。

( 一 久
x :

)
。
N V

,
V a 。月

.

口

推论 对于具有性质 ( S
:

)的算子族 笼A创旅A }
,

如果在零点 陇 E 附近一致 有 界
,

则

在 E 中任一点均有界
,

从而
,

对于每个动
。梦 ( F )

,

有
s u p功( A

a x
) ( + co

,

V x 。石
。

a e
.

引理 2 设 { A al 二 A }是一族按 梦 一 ( K )拟线性算子
,

如果满足条件
:

( a ) 对于每个 v 。扩
: ,

存在正数M
,

和某个点 二E的一族邻域 u
。

(
。
)鱼

。 + u 。
( u 矽岁

: ,
.

既摊 )
,

使得

A
a

( U
a
(
a
) )仁M : V 和 A

`

( 一
a
)
e M : V

,
V a 。姓;

则对于每个 V 。岁 , ,

存在正数 M 。 和一族 W话澎
:
(二 A )

,

使得 A a( W a) c M o V
,

一

V俄A
.

定理 2 设 笼Aal 二 A } 是一族按卜 (K )拟线性算子
,

如果满足条件 ( a) 和条件
:

( b) E 中存在一个第二纲子集 Q
,

而 集 合 一 又Q (久为某个正数 ) 内有一个稠 密集

G
,

使得 { A副二 A } 在并集口 U G上每个点均有界 , 那么
,

定理 i 中诸等价命题 ( lP’ ) ( i 二 1 ,

如 3,
` )均成立

·

特别地
,

当 K 一 i 时
,

对于每个介梦 ( F ), (1 )泛函 功x( )全急纤拭 Aax )

在 E 中一致连续 , ( 2 )如果这族算子 { Aal 二川
`

是按卜拟线性的
,

则泛函族 {叻
。

A al 二 A圣

在 E 中等度连续
。

证明 设 人穿
F ,

选取介梦 ( F )
, 。

> 江和 V气澎 ; ,

使得 ZK 。
< 1 和

V . 仁 {习。 F I必( y ) (
。 } c { , 。 F }功(穿 ) ( 1 }=c V ;

那么
,

根据引理 2 ,

对 V带 有正整数 M
。
和 万砖扩式二A )

,

使得当 M ) M 。 时
,

有

动
(去axA )

< 一 ” / 平
·及 / “

·

现在
,

作一集列 Q
·

垒` X CQ , ast P̀ (青
A一
)
、 · }

,

于是
,

根据条件 ( b)
,

有 Q 二 U 认
: ,

又因为 Q是第二纲集
,

因此
,

” = 对。

x 。。
口和 U

。 。犷
: ,

使得

x 。 + U
。
c 加 t口

N 〔 奋
N =c 口 二

存在正整数N 》 叮。 .

粉汽

因此
,

根据条件 ( b )
,

存在点
x :以 。 + U

。
和正整数N

。 ,

使得当
n 》 N

。
时

,

有A
。

( 一众
:
)翻犷

,
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v a e才 , 并且
,

存 在 u
l。 , : ,

使 得 u ( x
:
)垒

x , + 口 ,=c o
N ,

从 而
,

对于 每个
x o u ( x :

)
,

有

氛。 + 平
。
(二 )A

,

使得
_ _

_ :

r l , ,
_

八 /
_

~
,

r l
, , , 、

、 /

盆粼
甲 、 万 九` a’ Z、

“ 准 l甲 、 元 “ 。 气̀ 一 ` 。

)) 久 “ ,’ v “ , “
’

以
,

所以
,

当:
> N 时

,

有月
。

( U ( x
,

) ) =c
o V

,

V a 。五 , 故得证定理 i 中命题 ( P
`

)成立
。

D

推论
`

如果定理 2 中的假设条件 ( b) 换成
: E中有一个第二纲的对称 子 集 Q

,

使 得

{A al , A }在 Q上有界 ; 那么
,

定理 2 的原结论仍成立
。

现在
,

我们进一步讨论 r诸 算 子 的 象 空 间 可 以 是 不 同 的情 形
.

所 谓算子族

A。 : E , F a( ae川是按叽
一 ( K )拟线性的

,

是指这二族 算 子 具 有 如 下 性 质
:

对 于 每族

劝a 。梦 ( F
a
) (

a o A )
,

( T
:
) 存在正数K

,

使得对于每个二刁
,

相应地有
a 了。 A

,

成立关系式
:

功。
( A

a
( x

: + x Z

) ) ( K 〔功a ,
( A

。 , x ,

) + 叻。 ,
( A

o z x :
)〕

,

V x , , x : 。 E ;

( T
:
) 对于每个aE A和自然数

: ,

有

。。

(
, 。

(专) )
= , 。

(专
A二

)
,

v二 E
·

上述关于具有相同象空间 F的算子族的诸命题
,

完全可以推广到象空间可以是不 同

空间的算子族 A砂 E , F
。

(二刁 )
,

而且相应命题的证明方法是相仿的
,

事实上
,

只需将有

关V
,

功和 F换成相应的 V a ,

叻
。
和 F a( 。 刁 )等等

。

特别有

定理 3 如果算子族 { A :a E , aF !二 A }具有性质 ( T:
)
,

那么
,

下列三个命题等价
:

( q
,
) 对于每族价

a 。梦 ( F
a
) (

a

动 )
,

泛函族仲
a o
月

。

l
a o A }在零点 s e E等度连续

,

( q
:
) 对于每族 V a 〔犷

; 。

(
a ` A )

,

存在 U `扩
: ,

使得 A二 x 一 A a e“ V
。 ,

v x ` U及 a o A 多

( q
3
) 对于每族 V

a `犷 ; 。

(
a ` A )

,

存在正数M和 U。扩 : ,

使得A。
(U )已 M V。 ,

v a o A
.

特别地
,

若《A :a E ` F al 二 A }是按梦
a 一 (K )拟线性的

,

则上述三个命题亦和如下命题等价
:

( q
`
) 对于每 族 V“ 犷 ; 。

a(
“ A )和某 个 点 xl ` E

,

存 在 正 数M : 和 点 x : 的 一个 邻 域

u (二
`

)垒
x : + u :

(口
1。 , :

)
,

使得

A a
( U ( x

,
) )=c M

:

Va 和一 A
。

( 一 久
x ;

)
。M :

Va
,

V a o A
,

其中久为某个正数
.

定理 4 设 <A
。 : E , F

。

}, A }是一族按梦
a 一 ( K )拟线性算子

,

如果满足条件
:

(c ) 对 于 每 族 Va
`岁 ar ( “ 刀 )

,

存 在 正 数 M
,

和 某 个 点
“ “ E 的 一 族 邻 域

u 。
(
。
)垒

。 十 u
。

( u
二 。二 : , 。 。姓 )

,

使得

A
a

( U
a
(
a
) )=c M

:

Va 和
一 ,

刁
a

( 一
a
)
〔河

:

Va
,

V a

以
,

(d) E中存在一个第二纲子集口
,

而集合 一 久口(久为某个正数 )内有一个稠密 集 G
,

使得对于每个二 Q U` 和任意一 族 V砂扩
; 。

( “ 姓 ), 存 在 正
『

数 M: ,

有月 ax “ M
:

凡
,
v “ 月;

那么
,

定理 3 中诸等价命题 ( iq ) ( i = 1 , 2 , 3 , 4 )均成立
。

特 别 地
,

当K 二 1时
,

对 于 每族
, ,。 , 。 、 , 月 、 , , 、

, 二
, ,

_

、 △
_ _

_ ,
_

, ,
_ _ 、
、 二

卜二 二
,

* 鹤
, 。 、 二。 。 、 。 替 二

份蛾 aF )( 俄川
,

l() 泛 函拭
`
)丝委押动

。

(月 ax )在 E中一 致 连 续 , ( 2 ) 如 果 这 族 算 子

{月
。 : E 一卜 F

。

{二 A }是按梦
a 一 拟线性的

,

则泛函族 {动
二 。

A
。

}二A }在 E中等度连续
。
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推论 如果定理 4中的假设条件 () d换成
:

E 中有一个第二纲的对称子集Q
,

使得对

于每个“ 口和任意一族V砰犷
厂。

( 。 。 A )
,

存在正数叮
: ,

有A
。 ` 6胚

ZV 。 ,

v肛击 那 么
,

定 理

4 的原结论仍成立
.

最后
,

考察诸算子的象空间 F a

(二 A )的 矢 量 拓 扑 均 为 局 部 凸 的 情 形
。

这 时
,

设浮
: 。
表示由 F

二

中圆 形 凸 集 组 成 的 8 一 邻 域 基
,

从 而
,

每 个 F
。

均 有 一 个 基族

p ( aF )垒{P
、

一

。

V1
。 `澎 a] }

,

其中p
「·。

为定义在凡上关于Va 的M in ko w s k i泛函 〔“ 〕 .

此 叭

根据 M i n k o w s ik 泛函的定义和关系式
:

恤习 p
。。

(n) < 1 }二几 C 恤凡 lP
: 。

u() 匀 }, 可以直接导出引理 1的进一步结果
:

引理 3 设 ( A
。 : E、 F。 }二 A }是任 意 的 一 族 算 子

,

而 D c E ; 那 么
,

对 于 每 族

Va
` 犷

; 。

(
“ `
刃

,

下列两命题等价
:

( 1) 存在正数M
,

使得 A a( 刀 ) C M V
a ,

V* 山

( 2 )

因此
,

泛函族知
v 。 ·

A二 {
“ “ A }在 D 上一 致有界

·

定理 4 /

相应于定理 4
,

有

设 { A
。 : E o F 。

}二姓 }是一族按尸
。 一 ( K )拟线性算子

,

如果满足条件
:

、 二* 、
、 _

。 / 二 、 , _ _ , 、
* 、 丫 、 。 , ,

。 甘 人 卜 _ _
二从 、 , 。 。 了了 , _ 、 △

_ .

对于每族p
; 。 ` p (凡 ) (

“ 6 A ), 存在正数 M和某个点既 E的一族邻 域 U。
(
“
)兰

“ +

u 。
(au

。犷
,
· ,

二 )A
,

使 得p 、 (A
二 x

)簇万
,

V x o U
。

(
a
)及

a o A
,

并且
s u p P

,
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