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摘 要

本文根据连分数不完全商的分布和其它性质
,

提出一种较好地寻找连分数不完全商的算

法
,

解决了连分数在算法过程中碰到的大数的计算
,

保证得出不完全商的精度
,

并已在计算

机实现
。

本文给出了原则上可以求出代数无理数连分数任意数目的不完 全 商 的 算 法 (称 为
` 长技木 ” 算法

,

以下简称 《 长 》 算法 )
,

克服计算机空间字长的限制
,

在微型机实现了算

法
,

算出
?
亿五的五百个不完全商和

“
训丁

`
匀二百个不完全商

。

一般地用
a = 〔 a 。 , a : , a : ,

… 〕来表示连分数
, 。 : ,

a Z

…为连分 犷的
一完全商

。

设 p
·̀

( T ) = “
:

” ’ T d + b :
” ’ T d

一 ’ + … + b
二
” ’ ,

其中
n > 。 ,

次数 d 》
,

首项系数“ ;
” ’

> O
,

P 。
( T )

。 Z〔T 〕
。

(用 Z〔T 〕来表示整系数多项式环
,

R〔T 〕 ;

示实系 次多项式 环 )
。

又

设口。
> 1是属于区间 ( 1 ,

co )的尸
。

( T )的唯一质正无理根 (可表场成 ,亿
厂̀ ,

其 中声
, ,
为质

数 )
,

P
,

( a 。
) == 0

, a 。 = 〔a 。
〕 是 使 p 。

(
a ,

) < 0 的 最 大 整 数
。

、 Q , ( T ) = P
。

( T + a :

)
,

而 P。 + :
( T ) = ( 一 T d ) x Q

。

( T
一 `

)
,

那末Q
。
( T )有一个属于 ( o

,
1 )的根

。

又因 P
. , :

( T )的根是

Q
。

( )r 的根的倒数
,

所以P
。 , :

( T )有唯一的正根`
, : 。

( 1 ,

co )
,

月: .
`

:

是质无理根
。

又因

为尸
。 , ,

( T )的首项系数同口
;

( T )的末项系数相等
,

即符号同尸
。

(
a 。

) r日反
,

所以尸
。 , :

( T )的

首次系数心
” ` ” > 。 .

这样 p二 :

(T )满足前面对于 p
。

( T )而给出的所有假定条件
.

因此
,

只要我们从 P 。
( T )开始

,

根据上面的条件
,

就可以构造多项式的无穷序列

P 。
( T )

,
P :

( T )
,

…
,

P
。

( T )
,

…
。

设这些多项式的根分别 为“ = a0 ,a
: …

,

`
,

一
。

令
a 。 , 〔an 〕

,

不 难 验 证
:
断

+ : = ( a 。 -

a 。
)
一 ’ 。

也就是说多项式 P
。

( r )的根的整数部分恰好等于
a = a 。的连分数

a = 〔a 。 , a ; ,

一 〕
’

肉

第
n
个不完全商八

, : = O
,

1
,

…
。

此外
,

在〔1 5〕得知
:
多项式 P

。

( T )的判别式 D (尸
。

( T ) )对

于” 》 O时不依赖于
刀。

这样
,
求代数无理数的连分数不完全商的问题可 归 结为 给 定 尸

。

( T )和
a ,

来产生

尹
。 , :

( T )
,

以及计算氏
+ :

( T )的根的整数部分` , :的问题
.

这是我们算法设计的主要依据
。

本文 l ,七3平 7 月收到
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我们着重考虑如下三个问题
:

( I )尸
, + :

( T )的产生 , ( I )满足条件的断
, :
的搜 索 ,

《 I )减少计算量的措施
。

( I )根据 P
。

( T )和 a 、
来产生 P

。 + :
( T )

。

设

p
·

`T , =

共气其
’ : `

p一 ` T , · `一 T` , p` T
一 ’

… ,一燕(
“
戳

T ` 一

(其
。·

: ( ; )
: “

))

令 l = d一 i + k
,

上式可以改写为

篙{
一

么
“
浑

·

: (
` ’

;
一 ’

)}
r `

,

也就是说

,
二笃

”

令
(
“
言
一 `

)
= F , ,

b
戮

` ’

= 一

威气军
·

: (
“
仁
一 `

)
, ` 二 。 , ` ,

·

… `
·

k = 1
.

2
,

…
,

八 F 。 = ] 。

那末

= 一 (。l(
” ’ ·

片
“
思

’ ·

之
F *一 `“ · “ 一 ` , /“ ,

,

l = 0
, 1 ,

…
,

.d

在公式 ( l) 中的所有数都是整数
,

因此 P
。 , ,

( T )的 系数 b
` 月 + 1 )

d 一
l

( 1 )

也是整数
,

而且在计算

嵘;
” 的过程中只运用算术四则运算

.

用计算机来产生`
1

( T )的系数“
二笃

” 是 容易 实

现的
.

但是弓万
” 在

。足够大时是一个非常大的整数
.

命皿 1 ( `。 设 a 为区间 ( 1 ,

co )中的p
。

( T )的唯一的无理 根
,

令
a 蕊 I

,

( T ) 1
,

l> O
。

此 时

多项式 P 。
( T )的系数阮

`” ’ 。 ; ` d一 “ , ” ,

其中 d为 P 。
( T )的最高次数

, ,
是勒维常数

,

为 3
.

27
。 。 。

( . ,

P
。

( T )的系数依赖于 d和 :
成指数型增大

。

例如
,

当计算
7

亿五的 10 00 个不完全商 时
,

P
: 。 。。

( T )的系数可达 ( 3
.

2 7 )
” “ “ “ 。

众所周知
,

目前的计算机都不能用一般的方法存贮这样

大的数
.

计算机中表示 沟浮点数只是在一定字长限制内的一种近似表示
。

从公 式 ( l) 看

出
,

随着
” 的增大

,

计算哎}
}为误差变得越来越大

.

在我们的算例中
,

在
一

卜进制有 效 位

为 17 位均计算机中计算
7

召五沟不完全商
,

计算到
。 : :

时
,

所得到的结果已不是不完全商
,

对于
“记了

, a `。已不是不完全商
。

因此
,

将一个很大为数在计算过程中完全严格地 保 持

计算的情度是计算连分数不完全商的算法 为关键
。

为此目的我们设计 《 长 》 算法来解决

此问题
。

所谓 《长 》 算法是用效组来表示一个效
,

这样形式均数的算术运算由特殊定义

钓数组间的运算来完成
。

考虑到我们所解决的问题和计算过程中只用到整数的加
,

减
,

乘运算为特点
,
我们只设计 《 长 》 加 《 长 》 乘和 《 长 》减

。
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用一个数组 X表示一个所需要的多精度数
。

表示方法如下
:
设计算机的 有 效 位为

刀
,

而我们的需要的多精度数最大有效位为M t ,

那末数组X 就
一

由对个元素组成 , 将这 个

多精度数的最低 t位放在数组 X 具有最低下标的数组元素之中
,

次低的 : 位放在具有次低

下标的数组元素之中
,

依次放完为止
,

并且数组X 的每一个元素的符号同其表示的多精

度数的符号相同
。

我们发现
,

在将用 《 长 》算法定义的数组算术运算应用到产生 p
。 + :

( T )的计算 过 程

中时
,

在夕不是很大的情况下
,

数组 X 只在几个较低下标的元素表示了多精度数
,

但 是

运算是技 M
·

t位数来运算
,

因而增加了计算时间
.

为此
,

要求 《 长 》 算法 中必须包 括 删

除不必要的计算的功能
.

为此目的我们另设变量 x x 来指出这个多精度数占用数组 x 的

元素的数目
,

算法使得数组 X 中元素下标大于 X X 的刃艇数组元素不参加运算
,

从而节

省计算时间
。

例如
:
设多精度数

a
有 10 +t k位

,
`

杖
t ,

10 岌M
,

将
a
放在数组月之中

.

这 样

A ( i )存放
a 的 ( f 一 1 ) r + z到 i t位

,
f = i ,

…
,

… 1 0 ; 最后 k位放在 A ( 1 1 )中
,
月A = 1 2

.

算法

过程 中数组A下标大于 11 的数组元素不参加运算
.

此外
,

数组间运算过程实际上是各元素单独进行的
。

为了解决进位问题
,

我们只用

了计算机有效位 21 中的 l位
,

其它 t位用来处理进位
,

使 计 算 方 便
。

特 别 是 对 于 定 义

《长 》 乘法更有好处
。

下面描述 《 长 》 算法
,

用 S P A R K S语言描述
:

《 长 》 加法 : C = A O B

P : o c e d 。 ; 。 A D D ( A
,

B
,

C
,

A A
,

B B
,

C C ) ;

d

一
0 , m a

一
m a x

( A A
,

B B ) ; C C

一
m a ;

A f

一
s g n

( A ( A A ) ) ; B f

一
s g n

( B ( B B ) ) ;

f f ,A f = B f , h e n { f o r i

一
1 一0 m a

而

C ( i )
一

A ( i ) + B ( i ) + d ; d

一
〔 C ( i ) * 2 0

一 t〕 ,

C ( i )
一

C ( i ) 一 d * 1 0 , e n d

.

i f d笋 o r入e n C C

一
m a + 1 ; C (

e e
)一

d ; r e t u r n }

i

一
m a + 1

r e p e a r i

一
i 一 z : :̀ 211 1二 o八 I A ( i ) 1祷 】B ( i ) !

i f i = 0 l ll e ,: { C

一
0 ; C C

一
0 ; r e t u r n }

C a s e

:
IA ( i ) }> ! B ( i ) j

: 皿

一
A ( z ) ; f o r s

一
1 to m a

do

i厂 IA (
s

) l < IB (
s

) } t为e n { C ( s )
一

亘 + B (
s

) + A f * 2 0 , ;

一

入

一
A (

s + i ) 一 A f卜
’ 。 15。

笼C (
s

)
一

亘 + B ( s ) ;河

一
A (

s + z ) }
。 。 J

:
IA ( i ) I< IB ( i ) I

: 万

一
B ( 1 ) , fo r s

一
i t。 m a

do

i f } A (
s
) ! > IB (

s
) 1 t ll e :

{ C (
s
)
一

A (
s
) + 百 + B f * l o t ;

B

一
B ( s + l )一 B f }

e l s: { C (
s
)
一

A (小
B ; B

一
B (

s + l ) }
。 n d
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不 Vh i le C( i) = 0doi

一
i一1 。 : de e

一
i

e ll dA D D

《 长 》减法 :C = AO B
.

p, ” c e d “ ,̀ S U B ( A
,

B
,

C
,

A ; 、
,

B B
,

C e )

了。 : i

一
1 r o B B d o B ( i )

一
一 B ( i )

。 , , d

e a l l A D D ( A
,

B
,

C
,

A A
,

B B
,

C C )

厂。 : i

一
2 to B B d o B ( i )

一
一 B ( i )

。 , , d

e ” d S U B

《 长 》乘法
:

C = A ⑧ B
.

p了 o c e d “ ,
`

e 人1 p y ( A
,

B
,

C
,

A A
,

B B
,

e e )

C 专一

- 0

f o : s

一
1 to B B d o

笼d

一
。 , E E

一
A A ;

f
o : i

一
1 r o A A d o 笼E ( i )

一
A ( i ) * B (

s
) + d ; d

一
〔 E E ( i ) * 1 0

一 ,〕 ;

E ( i )
一

E ( i )一 d * l o t } e n d

汀 d 笋 o r入e n
( E ( A A + 1 )

一
d , E E

一
A A + z )

d

一
叭

f o : i

一
5 ro s + E E d o

{ C ( i )
一

C ( i ) + E ( i ) + d ,

d

一
〔 C ( i ) * 1 0一 t〕 ; C ( i )

一
C ( i ) 一 d * 1 0 t } e n d 。 n d }

i

一
A A + B B ; W lI i l e C ( i ) = 0 d o i

一
i 一 z e , , d

e 刀 d M P Y

利用 (( 长 》 算法
,

根据公式 ( l) 不难产生 P
。 二 2

( T )
.

( I )找导 a 。 + : 。

如前面所说
, a 。十 :

是 P
: 十 ;

( T ) 的 根 的 整 数 部 分
,

P
。 * :

(
a 。 , ,

) ( 0
,

P
。 , :

(
a ” , : + i ) > o

。

因此寻找
a 。 十 :
的问题是在自然数集合 N 巾搜 索 满 足 P

。 , :
(

a ” , ,

) ( o
,

P
: , :

( a 。 , : + 1 ) > o的数
a 。 + , 。

为此我们讨论
a 。
在N中的分布

。

设 ffM (寿)
= I a 。

( o
, i )

: a = 〔a 。 ; a : , a : ,

一〕
, a 二 = k }和刀表示在线段〔0

,
1〕LI

J的标准测度
,

此时

1i m 尸( M
。

(益) ) = 10 9 2

月一争 . .

根据高斯— 库兹明规则
,

令

( k + l )
2

k ( k + 2 )
.

切。

( k )

叻,
( k )

{ f o N : 1 ( i ( , , a i = k }
,

{ i o N : 1 ( i镇泥 , a i》 k }
, 贝11

切。

( k ) 二 d ( k ) = 10 9 : ( k + 1 )
“

掩( k + 丁)
’

功
”

( k )
犯

万 d ( i ) = 1。 9 2
( , +

青)二
丫

imùim

从上面估计看出
,
对于` 进行顺序检索

,

比较次数的期望值较小
.

但是寻求 a ,
的 过
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程是将检索到为
a .

代进多项式 P
”

( )t 中
,

从而看P
.

(
a 。

)和 P
,

(
a , + 1) 的符号变化

。

因此 我

们既要考虑检索的速度
,

又要考虑计算的方便
。

在我们
l

均试验中表明
,

分区顺行检查较

为有效
,

因 10
, 1叭 10 3 ,

…代入公式尸
.
( T )中较易计算

,

特别是对于 《 长 》 算术运 算
.

如下是改进的期望检查的递归过程
:

p , o c e d : , e J S ( A
,

P 。 , ; ) . 日参数 A返回
a 。 , :
的值日

A I

一
A

一
1

W丙i扮 P
. , :

( A ) ( o do

A l

一
A , A

一
A * 10

e称d

i f P。
, :

( A ) 。 0 t h e o r e t u r n

A

一
A l , e a l l T G ( A

,

A I
,

P
。 , :

)
e n d J S

P , o o e d赵er T G ( A
,

A l
,

P : , :
)

f o r i

一
1 艺0 1 0 do

人

一
A l + A

C a S 6

:
P

. , :
( A ) > 0 , A

一
A 一 A I , i f A l = 1 t h e : r e t u r n .

A l

—
z / 2 0 , C a l ( T G ( A

,
A l

,

P
: , .

)
: P

o . :
( A ) , 0 : r e t u r n

e n
d e n

d
e n

d T G

这个算法实现起来并不难
,

但执行是非常复杂的
。

这主要是因为每次检索都要计算

P .
( T )的符号

。

在
n
较大时 P 。

( T ) 的系致非常大
。

虽然在 ( l )中解决了产 生 尸
,

( T ) 的可

能性问题
,

但随着
n 的增加

,

计算不完全商的时间也增加
。 《 长 》 算法是以时间耗 费 来

换取空间的精度
。

加速计算的问题是一个突出的问题
,

下面给出一个加速计算的方法
。

( I )因为计算的时间随 n的增加是由于 P抓下)的系傲的增大
。

根据 命 题 1 ,
可 以估

计
,

1

在 , 。 d 一 : , 。的数 为有效位 为工全」丛
.

在 计 算矿
”

)的过程中主要是乘法
,

所以使计
一

’

“ J

~
’ ` J ’ J `

~
`

一 / J

2
.

一
r ’ 了 ’ 一

d
一

l
卜 J

~
’

一
`

一一 ~
`
一

’

~
’ ` 产 ` ’

~ 一 ”

算为次数大约艾r业毕巨、
2
/ 2澎 ( d 一 : )

2矛 / 8。 :

勺8
.

估计表明
,

计算的时间 耗费以
。 `

/ 8

`

” “
-

一
` -

一
` ’

、 2 ,
`
一

、 -

一
` ’ 一 ’

一
’

~ ” r 一

“ ”
’ 一

”
’ `

’

`

”
’

一 ` 、 一

速度增长
。

因此
,

加速计算为措施 是减少系数计算的有效位
。

也就是 说
,

寻 找一 个 方

法
,

使得在确定计算第
n
个不完全商时

,

只需用系数的 N
。
位参加计算就 足 可 保 证

。 。

准

确
,

而减少不必要的计算
。

为此
,

设 a

二
” , a

J
“ ’ ,

…

的根可以是复数
.

令:a
` ’ = 。 “ ,

a

;
d ’ 是 n

) o时多项式 p
。

( T )的 根
, a 。 二 a

二
` ’ > 1 ,

其
’

色

,
i = 1

,
2

,

…
,
d

,

其中a “ ,
是多项式尸

。
( T )的 已 知 根

,

对

于
:

到 有嵘
` ’ =

:a( 二:
一 a 。

)
一 , , ` = 1

,
2

,

…
,

.d
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引理 (
` 。 存在 N > 0

,

对于任意
。 》 N都有

o < 一 R ,厂
a

二
` ’ )引

a

二
` ’ 一< 1 .

证明看〔 1幻
.

下面确定 N ,

d
。

令

使得对于任意
,

> N都满足弱 条 件
. 。 < 一 R e a( 二

` ’
) < 2, 二 2, 3

, ”
’

,

” = i n f {。 i , 。 = I
a ` i , 一氏 / e ,

,
,

2《 i 《 d
, ,

> 2争
,

其中凡向
。

为a 的渐近分数
,

P
。

/ g 。 = 〔a 。 , a : ,

…
, a 。 〕

。

取
n 》 2

,

使

(。
、 一 : ; , 一 2。 )

一 ’ < 1
.

( 2》

从而给出 。 < 一 R e
(

a

;
` ’ ) < Z a

二二
: 、 2

.

如果
a ` i) 为实根

。

因 a “ ’
是 P。

( T )的唯一正根并且
口 川 > 1

,

所以 对 于 , > 2 有价
, 。

>

3 / 4
。

如果
a ` i ,

为复数根
,

则。 `
, ,

> }l m (
a ` i , 】) o

。

于是

。
> m i n

( m i n
( } I m (

a ` i ,
}沪 。 )

, 3 / 4 )
。

( 3 )

命题 2 设尸
。

( T )
` Z 〔T 〕

,

且满足前所给于它的条件
。

设 N > 2由引理给出
。

对 于
, >

N
,

今(F T ) ·

l(/ 可
” ’

禹 ( T )
=

dT 《 dT
一 , , … + `

二
,

其中可
” ’
为 p

,

(丁 )的首 项 系 数
.

设 a 一 a

二
” 为 ; ( : )的质根

,

并设对 于
a

止
` ’
存在 。 < 。。

< 1 ,

使 得 m i n
(

a 一 〔。 〕
, 〔 a 〕 +

卜
。

)

> 占
。 ,

并且取
。 = 氏(/ d + 1 ) H d

,

其中 H为多项式的高
。

此时
,

对于任意Q o R〔T 〕 ,

Q ( T )
= c

o
j d + c : T d

一 ’ t … + c J
,

设刀> 1是 O ( T ) 的最 J
、
芷

根
,

只要满足 bI 厂
一 c ` } < e, i = 。八

,

…
,

d
,

则〔刃
= 〔的

. :

证明 根据多项式高的定义
,

; (: )的高H = : +

二} , : }
.

显然 H > 1
,

并且 F ( : ) 的

所有实根都位于区间〔一 H
,

H 〕中
.

设对于引理中的确定的N
,

(F T ) = ( 1乃 ;
” ’ p

。

( T ) 满

足
。
> N

。

设
r : .

几
,

…
,

dr 是F ( T )的很
,

且
a 二 : : 。

根据引理
,

对于 f = 2
,

3
,

… d
,

R e
(气 ) <

心
。

从而得到 对 于 i > l 和 x 。〔 1 ,

co )
,

lx 一 r i l > 1
。

于 是 IF ( x )卜 n l
x 一 , 1 1> I

x 一 r :
I==

! x 一 a }
, x 。

( 1 ,

co )
。

现将 Z == 〔d〕) z和 z + z分别代入上式
,

由 6。 沟定义得
:

! F ( Z ) ! > 12 一 d】> 占
。 , ! F ( Z + l ) }> 占

。 。

( 4 )

对于 F ( T )求导
,

F ,
( T ) = d F ( T ) / d T

.

被
,

二
`

c ( c一复 数 域 ), “ = ` ,

… , ` 一 , ,

是

F
,

( T )的根
.

如果
:

;> ,和 r

二` ( Z
,

z + , )
, 贝g

I F (
,

二) l = n l
,

;
一 , ` I> 1

, 。 一 ,

;
一 a l > “ 。 .

( 5 )

这表明在集合〔 1
,

oo ) 一 〔Z
,
Z + 1〕中

,

(F T )的绝对值的理想极值以占
。
为下界

。

对于任意的Q `T )
( R 〔T 〕

, 。 ( T ) == c
。
: ` + … + c ` ,

并满 足 IC
, 一 b二I < 。 , ` 二 。

,

1
,

…
,

d
,
有



中 山 夕; 学 学
’

报 i , 狂 4年

}F ( T ) 一 Q ( T ) l一 ( T` + … 十 b
二
一 ( c o T` + … + c J ) 1

’ :
、

、 , ( 1一 c
。

) + (。:
一 e

;

) + … + (。
` 、 一 e 、 ) r: d < (̀

.

+ , )
。 : d、 。。 ,

T ` 。 1 ,

。 :
.

( 6 )

不等式 ( 4 )
、

( 5 )
、

( 6 .)表 I梦l
,

Q ( T )没有属于〔 1 ,

H叭 ( Z
,

Z + i )的根
.

另一方 面
,

,

从 不等

式( 4 )
、

( 6 )可以看出F ( Z )和 Q ( Z ) j司号
,

F ( Z + 1 )与Q ( Z + 1 )也同号
。

这是 因 为 }F ( Z ”

) 6。
,

而 l尸 ( Z ) 一 Q ( Z ) } ( 舀
。 。

于是有
:

Q ( Z ) < 0 ; Q ( Z + i ) > o也就是说在 区 间 ( Z
,

Z +

l) 至少有多项式 Q ( T )的一个根口
,

即单〕 = 〔幻
。

〔证毕〕

仁 应用命题 2可以减少
a ,

的计算量
.

首先利用 ( 3 )
,

( 2) 选取时口N
,

并没
n 》 N

.

设 P
。 十 ;

( T )啥〔T 〕
,

P
。 + :

( T )的首项 系数

“ J
” ` ” > 1 ,

厂 (了 ) 一 ( 1厂“ :
” ` ” )尸

: : 十 :

( r )满足命题 2条 。卜
.

止。时
。

; 口果选取“ 。

充分刁
、 ,

fI。使

。 。 十 2
< “ J

` , “ 。
就台旨;两足 ;括题条夕卜

,
m ` n

(
a 一 〔 a 〕

,

〔a 〕+ 1 一 a
)> “ 。 .

(见文献〔 15〕 )
.

从命

题可以得出对于 F (丁 )的 小 数 部 分 只 需 要 保 留
。 , 。 = 〔1

0 9 : 。 e 一 ` 〕 + i 二 〔10 9 , 。

( d + 1 ) H d

叮
` 〕十 1位

,
一

可将后面的若干小数位舍弃
,

这样得到的多项式了 ( T )与F ( T )的对应系数

之差的绝对值小于。 ,

因而它们质
」i已根整数部分相同

.

这样氏
十 ,

( T )的整系数可以按下列

公式取整
:

N
: 。 = , , , 1` + ” l 。

( 7 )

其中 m : 。 = 〔 , o g 1 O B / b了
” “ ’ 〕

, B 一 m a x { Ib
:

” “ ’
}

, o 、 `、 d }
.

不难看出
,

构
。
是 F (功的最大系数中整数部分所占的位数

.

这样
,

在计 算氏
, :

( )T 的 符

号时
,

只要将其系数按 N
, 。 一 5 1取整进行于l

·

算就可以了
,

其 中
5 1 = 〔10 9 : 。

B〕 一 〔10 9 : 。乙i〕
,

万二 0
, 1 , … ,

d
,

即最大系数与第洲
、

系数之差
.

为了在计算H时不使用 《 长 》 技术
.

令 H = ( d + 1 )瓦爪 ,

其中m 》 1且 满 足 下 列 条

件
:
对于 p

,

( T )的任意系数与其最大系数之比的绝对值小于瓦阴 ,

这里
,:
) N

.

要检验这

个条件只要检验多项式尸
。

( )T 的系数的阶就可以了
。

显然H ( 万
,

令H 二 H不影响命 题 2

钓结果
,

将H = 万代入 ( 7 )得
:

.

N
: 。 = 〔” : 10 9 : 。“ J

,
; + 〔 ( d + 1 ) 10 9 ; 。

( d + 1 ) + ( 、 m + : ) 10 9 : 。 “ J
`
〕 + 1

.

( s )

例
:
若 H 《 (` + 1 )“ J

’ , “ 。 = 1 0一 ` , , ,: = 2 , 、 = 3 ,

则 由 ( s )得 3 5
.

这样要计算多项式 P
。

( T )的唯一正根的从个最初不完全商
,

必须进行下列步骤
:

( l) 根据 ( 3 )计算常数
。 二 ,

(尸
。

( T ) )
,

并根据它和 ( 2 )式寻找整数N > 2
。

对于
n < N 的

不完全商 a"
,

可以通过尸
: :

( T )的系数值计算得到
。

( 2) 对于朴》 N 的不完全商
a ” ,

先选取占
。 ,

使其适用于所有的 p
。

( T )
,

其中 N 簇 。 ( M
.

也就是选取占
。
对于 N ( 。蕊M

,

使
。 。

< 瓦
’ .

然后借助于多项式户
,

( )T 来计算不完全商
a , ,

其中 P 。
( T )是将凡 (助的系数按 N

, 。 一 is 取整所得到的多项式
,

i = 。 ,
1

, … ,

.d
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不 完 全商 的算 法 3 3

( )s 检查所计算的不完全商的正确性
。

将`
, :和`

, , + 1分别代入 p
。

( T )
,

并检 查在

此区间只
:

( T )的泞
一

号是否育更化
.

若变化
,

则、 , 工
计算正确

,
否则而

, :
的计算 是不 正 礴

的
,

也就是氏选取不够小
。

这时只要令占
。 = 占

。 x 10 ` ’ ,
再进行 ( 2 )的计算

。

利用这个方法并也还需要使用 《 长 》 算法
,

但总的来讲减少了计算址
。

利用文中的算法
,

在微型机上算出了
’
训五的 50 0个不完全商和

”

了百的 20 。个不允 金
`

商
.
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