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摘 要

术文的主要结果是
:

设 s女为 N 的 ,
一

截 、、
,

贝。( * )从 s 女的 ,旨标二
一

可以一致 ,旨行地得至。其 r
.

。
.

指标 ; 设服
r… 集且毓先

则 ii() “ 是单纯集
,

且 v % :

式而钊
,

贝以式 U “ 是单

纯集 ,

ii( ` )若“ 还是“ 一

完全的
,

则怂
“
女U “ 亦是“ 一

完全的
.

本文还证明了文献〔 2 〕与 〔 3 “

分别给出的形式上不同的可计算编号的定义是等价的
.

本文所使用的记号
、

术语均可在文献 “ , “ 〕中找到
,

特别地
,

设甲。 ` k ’
, 甲: ` k ’

, … ,

叭 ` k ’
,

…为全体k元部分递归函数的一个可接受枚举
,

它满足通用机定理及卜 m 一 n
定理

.

用 d o m ia n 叻表示部分函数价的定义域
, r a n g e动表示功的值域

。

记W
x = d o m ia n 甲 x

( 此处

甲、 = 甲 x “ ’
)

,

则序列 W
。 ,

W
, , … ,

W 、 , … 给出了全体
r . e .

集的一个能行枚举
,

称 i为 r
.

e
.

指标
。

这里
r . e .

表示
“
递归可枚举

” ,

以 N表示全体非负整数的集合
,

功表 示 空集
,

若

对x

eN
,

部分递归函数功(x) 的计算在有穷步内终止
,

给出输出叔 x) 或功(x) 有定义
,

则记

为价( x )番
,

否则记为功( x )个
。

P o s t和 D
e k k e r

两人首先引进 了产生集
、

创造集
、

单纯集及禁集等一系列概念
.

设 A =c N
。

若存在一个部分递归函数价使得

(分 x )〔W
二 =c A , 〔功( x )杏&必( x )。 A一 W x 〕〕

,

则称 A是产生集
。

显然产生集必定是无穷集且是非
r

.

e .

集
.

若A是
r

.

e
.

集且河(互二 N 一 A )是产生集 , 则称A是创造集
.

若 A是无穷集且 ( V B )〔 B为无穷的
r . e .

集冲 B n河年们
,

则称A为禁集
,

禁集 A不包占

无穷的
r . e .

子集
。

`

若 A是
r . e .

集且及是禁集
,

则称 A是单纯集
.

P os t首先构造了一个单纯集 〔` 〕 .

定义
.

设 t (二 )为严格单调上升的递归函数
,

定义 成
二 { , (二 )

, ` (二 ) + 1 , … , ` (二 + 1 )

一 1 }
, 一并且称成为N 的卜截断

.
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引理 1 存在递归函数 f
, g ,

使
r a n g e 甲 r , _ 、

= W
x , r a n g e 甲 x = W夕 ( x ) 。

J 、 . 、 ,

引理 2

引理 1

引理 3

证明

A为 r
. e
集. ( 」f ) ( f为m元递归函数 )

: A = r a n g e
f

。

的证明可见文献〔 1 〕第61 页
。

引理 2 的证明可见〔 4 〕
。

、 二 : :立是递归集且 ( 、
一

万 ) ( 、 , )〔
二 、 , 、 、立n。{

,

=
们

.

~
,

~ 一
/一 产 .、

一
、 ’

一 产 、
’

, 产 、 一

“
碑 ” y

因为对每一个
二 ,

:飞是有穷集
,

故是递归集
.

由于 : 是严格单调 上升的递归

函数
,

而 s飞= { t ( x )
,
t (

x
) + 1

, …
, ` (

二 + 1 ) 一 1 }
,

故只要二 、 , ,

贝lJ :互。 s
;

=
价

.

〔证 毕〕

定理 : 从成的指标
: 可以一致能行地得到其

r
.

e
.

指标
.

证明 构造函数诚 x , , )如下
:

劫 x犷 g : 甲 ( x , , )

因为 , (
x
)是严格单调上升的递归函数

,

若红》 t ( x )且 , ( t ( x + 1 ) 一 1
,

否则
。

故可知叭 x
.

妇是二元部分递归函数
,

且满足

.夕.于万人1
.

.、̀气叮刀刀t

一一

t

廿 x : r a n g e 久, 〔甲 (
x ,万 ) 〕

= S 、 。

由
: 一二一 n

定理
,

存在递归递归函数“ ,

使

甲。 ( x )
( y )

= 甲 (工
, 今)

。

由引理 1可知存在函数抓 x)
,

使
r a n g e 甲a ( x ) 二

W 夕。 a ( x ) ,

由 ( 1 )与 ( 2 )知
t

S劣 二 W g o a ( x ) ,

( l )

( 2 )

因为。 。 a是递归函数
,

故此说明可以从 :立的 ,旨标一致能行地得到其
r

.

e
.

指标
.

〔证毕〕

设 x(
: , … ,

仆 )
,

为一个 k元有序组
, a
是 k元命题逻辑函数

,

称 <x(
, , … ,

xk >
,

的为一

个范数 (
n o r m )为 k的真值表条件 ( 简记为 t t一条件 )

。

如果 a (C
,
( x ,

)
, … ,

C月 (
x 。 ) ) == l

,

则

称 tt 一条件 <(x
, , … ,

xk >
,

价被集合 A所满足
,

其中 C月是 A的特征函数
.

每个“ 一条件都是一个有序组
,

故显然可以建立所有 t卜条件的集合到 N的可 计 算 编

号
。

当我们说 ,’t 卜条件
x ” 时就是指它有编号留

。

称 A t卜归约到 B ( 简记为 A《 , tB )
,

若存在递归函数 f使得 对 所 有
x , 。 A o t卜条 件

厂( x) 被满足
。

称集合 A是“ 一完全的
,

如 果 A 是
r

.

e
.

集且 ( V B )〔B是
:

.

e
.

集冲刀 ( , tA 〕
.

引理 4 ( tt 是自反的和可传的
。

引理 5 设 A是单纯集
,

则A x N 是非递归非单纯及非创造的
r . e .

集
。

引理 . 有限个
r

.

e
.

集的并集仍是 r
.

e
.

集
。

引理 4 的证明可见〔 1 〕第 n o页
,

引理 5 的证明可见〔 1 〕第 108 页
,

引理 6 的证明可

见〔 2 〕第二章 ; 6
.

定理 2 没A是
r

.

c
.

集且河无穷
,

则



第三期 单 纯 集 与
一

可 计 算 编 号 的
,

些 性 质

好提
r

.

。 .

集 ,

设 5是单纯集
,

且 v 二 : s女n 泞护功
,

则 U s岌u s是单纯集
.

若A还是 tt 一完全的
,

则 U s女U s 亦是 ,卜完全的
.

( i) 由引理 2 ,

存在递归函数 f
,

使A = ar
n
ge 厂( x )

.

所以由 ( l ) 得
,

.

)今叻叭明ii((i(证

U s气
= U : a n g e * , 〔甲 ( ; , , )〕

= r a n g c 几x , 〔甲 ( f (
二

)
, , )〕

,

因为中 f( (二 )
, , )是部分递归函数

,

故
r a n g 。

肠。〔叫 f (
、
)

, y )〕是
r

.

e
.

集
,

即 u s女是
r

.

e .

集
.

义 君J

ii( ) 令 可
=

黔蕊US
,

由 i() 及引理 6 知鲜是
r

…集
.

因为 “ 为无穷集
,

且 Vx
:

习 n旅、 功
,

由引理 3 ,

s女两两互不相交
,

故司
= 厉 n ( 过s公)为无穷集

.

由于 s厂=c 厉
,

另吕 d

而习为禁集
,

因而 ` 亦为禁集
,

故可知 心为单纯集
.

ii( i ) 若A还是 t卜完全的
,

由构造可知 二 A o s乞u s扩因此有 A成声厂
.

事实上
,

任

给
x o A

,

相应于 x 的 t t一条件为 ( <`( x )
, : ( x ) + 1

, … , , ( x + 1 )一 l >
, a >

,

定义
a
为 a ( x : , … , x 。 ) “

,份 x , 一 x : =

… * = 1 ,

这个 , : 一条件有范数壳二 : x( )
,

并且被劣所满 足
.

此即 A ( , t

叮
,

由弓}理 4 知 习是
“ 一完全的

.

〔证毕〕

推论 1 当 A是有穷集
、

创造集或单纯集时定理 2的 ( i )
、

( ii ) )kj 立
。

证明 因为有穷集为递归集且其补集无穷
,

再由创造集及单纯集的定义立得推论 1

成立
、

〔证毕〕

推论 2 设 B是单纯集
,

则对A = 刀 、 N定理 2 中的 ( i )
、

( ii )仍成立
.

证明由引理 5 可得
。

令 t ( x ) = 2劣 一 1
,

A = K =
谧: lx

o
w

二
}

,

取 S为 P
o s t构造的单纯集

,
就得 到 了〔1 )第 八

章定理顶
。

现在转入讨论可计算编号
.

设 c
为 N Z

的 C a n t o r
编号函数

,

l
, : : N , N满足

e
( l尤

, ; x ) = x ,
l (

c
( x , y ) ) 二 x , :

(
e
( x , 夕) )

二夕
,

从〔2〕可知可构造出原始递归的 1一 1函数
: , , ,

l
,

以下所出现的
。 , : ,

l 均是指具有这种

意义下的函数
。

设习
。
是所有

n元有序数组
r . e .

集合的集合
。

当 n = 1时简记为另
,

设男 g 另是
r . e

.

集的

非空集合
,

从N到男的一个映射
。 :

N , 男称为魔的编号
,

对任意
。 : 。

1, 。 “ 男
, n
称 为

集合人的” 一号码
。

〔 3 〕中给出了一个可计算编号的定义
:
设 。 : N 、 男 g 习是男的一个编

号
,

如果集合G
。 = <(x

, , > 1狂。 x} 是
r

.

e
.

集
,

则称
。
为一个可计算编号

.

设K ( x 。 ,

x) 是部分递归函数域少
,

上的K l e e n 。函数
,

它是部分递归的通川 函数 〔 2〕 。
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令 n
” 二
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r a n g e 几x 〔尤 (
,: , x

)〕
,

这样 n
。 ,

n
, , … ,

n
i 就给出 T 所有

r . e
.

集的一个可接 受枚

举
。

我们称之为P os t枚举
.

引理了 若编号
v : N ” 留二另 (魔 特句是可计算的

,

则存在单元递归函数 a ,

使

V x : 刀 x 二 n
。 ( x ) .

护

这实际上就是〔幻 中给出的可计算编号的定义
。

证明可见〔3〕PP
.

43 一 44
。

定理 3 设编号:v N , 牙 g 习 (男笋旬
,

若存在递归函数 a ,

使 V :x o x 二 n
a 《 x 〕 ,

则

集合 G
。 = { <x , , > !万

。 v x }是
r

.

e .

集
.

证明 设有单元递归函数口
,

使 V :x o x = n
。 、 x , ,

则依 定义
,

n
。 、 、 》 = r a n ge 几夕〔K

(叮 ( x )
,
, )〕

,

由引理 1 ,

可找到二元递归函数梦
,

使
r a n g e几, 〔K ( a (

x
)

,
万)〕 = d o m a i n 久百

〔梦 ( x , , )〕
,

即有 V x : 。 x 二 d o m a i n 几刀〔梦 (
x , , )〕

,

故有 , 。。 x ,

因而 d o m a i n 久x , 〔梦 ( x , , )〕

二 { <x
, , > }肛以 }

,

此集合即是召
。 ,

由梦的部分递归性可知氏是
r

.

e
.

集
。

至此定理得证
。

由引理 7 及定理 3 可知 〔幻与〔3〕给出的形式上不同的可计算编号的定义是等价的
。
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