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摘 要

本文用单一子结柯的固有振型表达了整体结构的谐影响系数
,

并考虑了在谐干 :龙力作用

下拟旋转周期结构的强迫振动
,

扩展了T h o 过 a s (
’ 〕

,

F r i e k e r 和 P o t t e r 〔 2〕的工作
.

旋转周期结构是 由N个几何与物理性质完全相同的子结构组成
,

这 N个 子结 构的位

置关于某一轴是对称的
,

整个结构绕该轴旋转 2刁N的整数倍角度时
,

结构 的 几何位置

不变
.

T h 。 m a s 〔`〕用有限元分析旋转周期结构的固有频率
,

将问题归结为求解单一子结

构的 H
e r m i t e

矩阵特征值方程
.

F r i e k e r 和 P o t t e r 〔“ 〕在 T h
o m a s

工作的基础上
,

考虑阻

尼矩阵可以解祸的情形
,

用振型迭加法分析瞬态响应
。

本文定义了旋转坐标
,

在旋转坐标下结构的运动方程为N 组单一子结构的方程
,

概

括了文 〔1〕的全部结果 , 考虑不能解祸的阻尼系统
,

应用文〔3〕的方法得到了响应对单一

子结构的固有振型的展开式
,

从而得到了谐影响系数的表达式
。

在此基础上
,

对拟旋转

周期结构
,

提出了一种精确的分析方法
。

一
、

旋转坐标下的运动方程

为了利用周期性
,

将各子结构作相同的有限元剖分
,

各子结构对应节点的节点位移

的定义应具有旋转周期性
,

节点位移的编号方式相同
,

两子结构间的公共节点的 自由度

只能属于其中一个子结构
,

因此
,

离散化的 各子结构位移矢量之间不存在公共自由度
,

子结构按其几何位置的顺序编号
.

用有限元分析
,

整结构离散化运动方程为

M X + C X + K X = F ( 1 )

其中 X为整结构的位移矢量
,

它由各子结构的位移矢量 X 试尸
= 1 , 2 , … ,

N ) 依 次 排列而

成
,

M
、

C
、

K
、

F分别为整结构的质量矩阵
、

阻尼矩阵
、

刚度矩阵和干扰力矢量
.

刚度

矩阵一般可表为N x
N个子矩阵

,

第 f 行
、

第 j 列子矩阵记为 K,. j ,

每一子矩阵均为 J x J

方阵
,

J是单一子结构的自由度
。

由结构的旋转周期性可得
:

K
, , = K Z : =

·

一 K 、 、 ,

{

K : s 一 K
: , s 十 l = … = K 、 _ 、 l , 、 一 K 、 _

「

十 2 , , 二 … = K
* ,

z _ : .

犷 ( 2 )

( j = 2 , 3
,

…
,

N )
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.
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对于M
、

C 也存在与( ) 2相似的关系
。

在复数域上的 NJ维矢量空间
,

取一组标准正交基 。 , , e Z ,

…
, 。 、 J ,

称 为旋转坐标的

坐标矢量
,

它们的定义如下
:

E , 芝 〔: (刀 _ : )了+ : , : ( p _ : )了十 : , … , e , 了〕兰

( P = 1
, 2 ,

…
,

N )

1

7 贡
( 3 )

其中劝二 2二 / N
,

. J为 J阶单位矩阵
.

作坐标变换
,

令

X = E口

其中

( 4 )

E二 〔E I ,

E
: , … E

N 〕二 〔: , , 。 : , … , . N z〕
,

。 · 〔 。百
, 。:

,

…
,

,
二
〕 r

eP (P = 1
,

2 ,

…
,

N )为 J 维矢量
.

可以直接验证
,

E为U矩阵 〔注〕 ,

即

E . E 二 I对 J

其中 E
.
表示 E的共辘转置矩阵

,
l时为N J阶单位矩阵

。

将式 ( 4) 代入运动方程 ( l )
,

并以 E .
左乘等式两端

,

M e日 + C e口 + K e口 = F e ,

便得到旋转坐标下的 运 动 方程

( 5 )

其中

M e = E
.

M E
,

.

C口= E
.

C E
,

K夕=
E

.
K E

,

F e =
E

. F
.

K e的第
,行

,

第
s列子矩阵记为 k。 (

: , : = 1
,

2
, … ,

N )
,

它为 J阶方阵
。

应用式 ( 2 )
,

经矩阵

运算后得到

`、了矛、尸
.

八Ot了
声口.、

J尸.、k
r : 一 E贯K E

: = o (
, , :

)

k
r
二 k

, r = 。竺K。
, = K

, : +

必K
: 。 。 “ ” 一 : ) r ,

对于复杂约束的情形 〔`〕

K
x: == E K:厂

’ ,

K
: 。 = K二

’ + K井
’ ,

(
n = 2 ,

3
, … ,

N ) ( 8 )

上式中矩阵的上标表示对刚度矩阵作出贡献的子结构编号
.

利用旋转周期性可得

K
! 且 · K

;:
’ +

共
: K

:二几
卜 , ) , 。二 ,

卜 , ) =

户
:

K二二
’ .

K::
’ 。“ 一 , , r , = K

二;
’ 。 “ N · ` 一 p ’ 『 , = K

二:
’ 。 一 “ ’ 一 ` ’ r` ,

(
n = 2

,

3
,

一 N )

其中p = N 十 2 一 n
。

后一个式子对
n
求和得

〔注 〕实际上
, “ E 为U矩阵

”

与
“ ￡: , ￡2 ,

… ,

勺 J是一组标准正交基
”

这两个结论是等价的
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N
,
一

、

忍
:

K ;言
’

“ `” 一 ” r , -
N

艺 K川
e一 ` ( p 一 1 ) r劝

P l

将以上各式代入 ( 7 )便得

K
芳咙

K:二
’ · ` N

_ [ , 、

` p 一 ” r ’ +

月
,

K ,
;

`

J尸 .

。 一 i ` p 一 , , r价 ,

(
, = l , 2 , … ,

N ) ( 9 )

N习
一一r

L氏

k
r

是 H e r m ` , e
矩阵 ( 即 k犷

= k
r

K e可表为

它由单一子结构的刚度矩阵所确定
。

K“ =

〔
、 k

· 、

!
将式 ( 9 )

、

( 1 0) 中有关 K的分块矩阵换成 M或 C的对应分块矩阵
,

便可得到 M e或 C 0
.

K 。
、

M e
、

C e均为分块对角矩阵
,

运动方程 ( 5 )分解为N组 J个变量的微分方程组
:

m
r

G
r + c ,

o
r + k

r
o

r = f
r ,

(
: = i , 2 , … ,

N )

其中 m r , c r

分别为M口
,

C e的第
r
个对角块

,
.

f
r

可表为

f
r = E犷「

,

(
: = z , 2 ,

…
,

N )

由于 m , 、
c r 、

k
r

分别由单一子结构的质量矩阵
、

阻尼矩阵
、

刚度矩阵所确定
,

标下的运动方程可称为单一子结构的运动方程
.

( 1 2 )

因此旋转坐

二
、

H er m it e 矩阵特征值方程

首先回顾一下无阻尼 自由振动的一些结论
。

令 ( 1 1) 式右端 f
r 二 O

,

并以 e
, 二 甲

r 。`叫代

入方程的左端
,

得到 H e r m it e
矩阵特征值方程

3)
, ,

类
了.、 (r,

甲一蛛

( k
r 一 。 2叨 r

)甲
r = O

,

(
, = i , 2 , … ,

N )

对任一值均存在`个实特征值 。

:
, : , “

:
, : ,

一
。

:
,

J及对应的`个复特征矢量甲 :
”

…
,

甲
:
了 ’ .

特征方程 ( 1 3 )的 N组方程是不完全独立的
,

按式 ( 。 )可以证明“ 、 一 r =

似地有m N _ r 二 m r .

特征对之间存在如下关系
:

。

二
一

r’ : = 。

:
, : ,

嵘:
=

可
` ’

=s(
` , 2 ,

一 ` ,

= 1 , 2 ,

…
,

N 一 1 )

当 , 二
N时

,
k

r , m r

均为实对称矩阵
,

这时特征矢量是实的
.

如果 N为偶 数
,

时
,

特征矢量也是实的
。

特征矢量的正交归一化条件为

甲:
“

” m r
甲:

` ’ 二 6
: , ,

(
: , ` = ` , 2 ,

一 ` )

其次讨论无阻尼陀螺系统
,

令 e
r = 甲

r

尹 t代入自由振动方程
,

得到

( 。
Z m r + 。 c r + k

r

)甲
, = 0

,

(
, == i , 2 , … ,

N )

对于无阻尼陀螺 系统
,

C为科利奥里矩阵
,

是反对的
, c r

是斜 H e r m it e 矩阵
.

以下结论
:

( l) 特征值是纯虚数 ( 当K
、

M正定 )

则 犷 =
N 2/

( 1 4 )

叮以 证 明
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( 2 ) 。 、 _ r , : = 。 r , : 二 一 。 r , : ,

甲丫 _ r
二

不:
` ’

(
“ 二 `

,

2 ,

一 Z J )

最后
,

讨论不能解祸的阻尼系统
,

特征值方程的形式仍为式 ( 14 )
,

此时 c ,

与 k
r 、

m r

一样为 H e r m it e
矩阵

。

特征值是复数
,

具有非正的实部
,

特征值成共辘对出现
。

三
、

响应按单一子结构固有振型展开

1
。

无阻尼受迫振动

在旋转坐标下的运动方程为

m r
G

r + k
r
o

r = f
r ,

(
, 二 1 , 2 ,

…
,

N ) ( 15 )

令 o
r = 必

f
q

r

( 16 )

其中

,
r = 〔甲:

` ’ ,
甲:

2 ’ ,

…
,
甲
:
了 ’ 〕

,

甲:
` ’ ( : = 1

.

2 ,

…
, ` )为正交归一化的特征矢量

,
q

r

为主坐标
.

’

正交归一化条件可表为

,
犷

m r , 一 , ,
, ,
少“

r , , = 。 :
,

其中 ” :为`个特征值组成的对角矩阵
,

即

。 : r 、 : 飞
丫 二 . 口

_ _

l
` r 一石 \ J

以 ( 1 6 )代入 l( 5 )
,

并用 ,犷左乘方程两端
,

便得主 坐标的运动方程

花
, + 。 : ,

r = Q
,

(
: = 1 , 2 ,

…、 )

其中

, ~ . , . , 一 ` 1 二 _
. ,

. _ . 、 , _ 、
-

F
,

为作用在第
n
个子结构上的干扰力矢量

。

考虑谐干扰力F 二 F 。。
沈作用下的稳态响应

,

令

q
r = q” e `孟t ,

以上式代入 ( 1 7) 解得响应的振幅矢量

( 17 )

( 1 8 )

q
r 。 = (《

一 * “ . , )
一 , 。萝

一

共去
。 一 “ ” 一 1 ) · , 。 。 。

. 、 / IV 件 。 1

( 1 9 )

F
, 。

为 F , 的振幅
。

以上式代入 ( 16 )便得 er 的振幅

e
, 。 = , ,

(“ :
一 “ ` , , )

一 ` , 少
方条

1̀ 一 “ ” 一 ` ’ r` F
” 。

( 2 0 )

于是
,

按式 ( 4) 可得响应的振幅

N 入

X
。 = 公 E

r
6

r 。 = 艺
E

·
,
·

`“ :
一 “ 2

, , ,一 ,
了六

。

象
一 ` (

一
r` F一

( 2 1 )
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由于E
、 一 , 二

瓦
,

叫耸
=

可
` ’ , 。 N 一 r , : = 。 , , : ,

展开式给出实的矢量
.

第价子 结 构的振

幅矢量为

X j 。
J

e ` ( j 一” ) r叻艺
名 = 1

( S ) ( S ) 带

甲
,

甲
r

一 ’

—
一 「彻 ( 2 2 )

田
-

一 又
2

、E训
八E:rl一N

一一

r 一 S

在第 l个子结构的第 m个自由度上作用一单位振幅的谐干扰力
,

在第 了个 子 结构第

掩个自由度上产生的谐振动的振幅称为谐影响系数
,

记为叔 j
,
k ; l

,

二 )
,

从 ( 2 2 )可得

。 , , , , 、
1

p 气J
。尺 ; `

,

7n ) = 二 于

ZV

J
( j

一 l ) r叻E
S = 1

币
` “ ’

艺 e .

r . 1

州勺
.

介一Sr、r一几̀r

甲一田

式中 《髯表
示特征矢量 甲; ” 的第朴分量

·

容易证明
,

谐影响系数具有对称性
,

即

夕( j
,

寿; l
,

m ) = 口( l
,

m , j
,

寿)
.

2
.

无阻尼陀螺系统

在旋转坐标下的运动方程与式 ( 1 1 )相同
,

其中m r ,

k
r

为H er m it e矩阵
, c r

为斜

H e r m i t e
矩阵

。

引入单一子结构的 2J 维状态矢量

`

、..̀ù

lrr
n仙己口

尹.,J

i
一一

r
N

方程 ( 1 1) 等价于

A
r z , + B

, z , = g
; ,

(
, = 1 , 2 ,

…
,

N )

其中

( 2 3 )

( 2 4 )

( 2 5 )
`
J、̀ .叮

r口ù.,

、11)
0 一 m r

m r C r

产l
we
J

一一r
B

,

、 .!Jm , 0

0 k
r

广leeJ

一一f
A

显然
,

A r
为 H e r m i t e 矩阵

,
B

r

为斜 H e r m i t e
矩阵

.

特征值方程 ( A , + 。 B
r

) Z
r 二 0 存在 Z J个虚特征值。 八 , , 。 f , : ,

…
,。 r , Z

J和 对 应的特征矢

量群
” ,

:2
2 ’ ,

·

… z
;
’ ` ’ ,

不难证明
,

对应于。 r,s 的左特征矢量 为可
“ ’ .

注意 z ;
“ ’ 与

甲:
` ’的关系为

` 曰 r , ·
甲:

` ’ 、

Z ( “ ,

S
了.

r

甲

可令
z :

“ ’ . o
r
z

, “ ’ = : 。 r , :
甲:

` ’ . ( s ) . 《 s )

m r
甲

, + 甲 C :
甲 二 2口 , , ` ( 2 6 )

作为特征矢量 z
;
` ’ 的归一化条件

.

由特征值方程与 ( 2 6 )可得

z :
` ’ ` 。 ,

z
, “ ’ 二 一 2。
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、 .尸矛、.户、恤̀产、 .刀尹、 .矛叮̀n6o。Un.̀上,自,曰,目QJ,J
了.、了.、了吸
、
了.、廿̀、

考虑强迫振动的响应
,

令

z r = 中
r
q

r ,

其中 q
r

为 Z J 维矢量
,

称为广义坐标
,

,
r = 〔 z:

” ,

z :
“ ’ ,

一 z
:
’ ` ’ 〕 一

〔
而 g ,

为以。 r , : ,

听
, : , … 。 r , Z J为对角元的对角矩阵

,

叭 = 〔甲:
` ’ ,

甲
:
” ,

…
,

甲:
’了 ’ 〕

以 ( 2 7 )代入 ( 2 4 )
,

并以 梦犷左乘等式两端得到

Z o
r

二
r 一 2。

:
,

, == o
r

式中 Q
r · 中丁g

r 一 ,了f
, =

对 E了F

考虑谐干扰力作用下的谐振动
,

设

F = F
。 e i孟t ,

q
, = q

r o君 l’浇t

将上式代入方程 ( 28 )
,

解得

q
r 。 一 v r ,犷E犷F

。

其中 V
r

为 Z J阶对角矩阵

中
r
g

r

必
r

,自.

i久12 2 一 g r
)
一 ’

从 ( 2 7 )可得
、 ,户
苦

、 .尹
0̀OJō0CO

J矛.、百了、

v产音
“二“

o
r = 必

r
q

r

从 ( 4 )得

X == 艺 E
r
G

, = 习 E
r必 r

q
r

r . l r O I

以 ( 3 1) 的 q
r 。

代替上式中的 q
, ,

便得响应的振幅

x
。 =

众
E

·
,

·
v

· , 了E了F
。

从上式可得第 j个子结构的振幅

N N

艺 云 e` ( j一 ) r
砂

r一 1 月 一 1

. ( s ) . ( S ) .

.
r

.
r

Zo r , :

( i久一 。 r , :

)
F

” o
zJ公-lS

谐影响系数为
( S ) 一 ( $ )

1 上
, , : _ , 、 , 一 `

叮
p 气J , 尽 ; ` , 爪 ) = 下 乙 e ` ’

J ` ” 甲
乙

ZV r 一 1 5 一 1

甲 r ,

` 甲r ,
.

2。 , , :

( i久一 。 f , :

)

3
。

限尼系统

旋转坐标下的运动方程 ( 1 1) 仍化为 ( 24 )的形式
,

`一〔
一

了
’

:
,

〕
, “一〔

m
r

其中

g
r 一

{乏}
、 ..J

frEe
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A
r ,

B
r

均为 H e r m i t e矩阵
。

考虑一对特征值方程

( A
r + 。 B

r

) Z
r = 0 ( 3 4 )

( A
、 _ r + 。 B 、 _ r

) Z 、 _ r = 0 ( 3 5 )

由于 A N _ r = A
r ,

B N _ , = B
, ,

将 ( 3 5 )取转置得

z二
_ r

( A
, + 。 s

r

) = o

由此可见
,

对应于特征值。 ,

( 3 5 )的右特 征矢量是 ( 34 )对应于同一特征 值 的 左 特 征矢

量
.

我们规定伽 )和 (35 )的 “
朴特征值的排列次序相同

,

即可
“ ’ 一

弓少
: = 1 , 2

,

… ,

2J )
,

则特征矢量的正交归一化条件可表为

中二
一 r

B
r
梦

r = , 2 ,
,

中二
_ r

A
r

中
r = 一 。 r

( 3 6 )

下面讨论强迫振动
,

以 ` , · 梦
r
q

,

代入方程 ( 2、 )再以 梦二
_ r

左乘等式两端
,

应 用 ( 3 6 )得

q
r 一 g

r
q

r = Q
r

( 3 7 )

其中

Q
r = 中

考虑 F为简谐力
,

N 一 r
g

_ 南 T f 一
r 一 ~

、 _ , .
r 一

诬 V —
,

必
T

E . F

以 ( 3 0 )代入 ( 3 7 )解得

q
r 。 · ( `* , 2 , 一 。 ,

)
一 ` ,二

_ ,
E犷F

。 .

( 3 8 )

由 ( 4 )
、

( 3 2 )
、

( 3 8 )得稳态响应的振幅为

X
。 = 艺 E

·
,

!

(`“ ’
2

, 一 “ ·

)
一 ` ,
二
一 r

E犷F
。 .

从而可得第 j个子结构响应的振幅为

。
`

1 二 上
:

“ , 。 = 可
’

六
:

六
: 己 ’

甲 N一 r

f久一 。 r , 、

谐影响系数为
( S )

甲 r , `

F 朋

( S )

S
矛.、
r

甲

1 二
P 、 J , R ; 忍 , 爪 ) = 渭【子 之奋

JV f 一 1

2 J
巴` ( j 一 I ) 『叻艺

甲万 一 r ,
m

又一 曰
r , s

四
、

拟 旋 转 周 期 结 构

本节对两种稍微破坏了结构周期性的情形给出精确解法
.

首先考虑对第 j 个 子结构

增加一个约束的情形
,

设约甫方程可表为
a T X j = 0 ( 3 9 )

a为巳知的 J维实矢量
。

增加约束后的系统为真实系统
,

可以应用文 〔4〕的方法处 理
,

将

约束代之以作用在第 j个子结构上的 J 维约束反作用力 iP
,

当X i满足约束方 程 ( 3的 时
,

P 了在X j上所作的功应等于零
,

即必须满足
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P刃X s= o ( 4 0 )

其中X j为满足 ( 3的的任意 J维矢量
。

比较 ( 3 9 )与 ( 40 )可知

P j = a产

产依赖于时间 t
。

当系统作谐振动时
,

p j可表为

P了= a拜。 e i孟t ( 4 1 )

真实系统等价于旋转周期结构在第 j个子结构上作用有附加的
“ 干扰力

”
iP

,

强迫 ( 39 )式

得到满足
。

现以无阻尼系统为例来说明方法的基本思想
.

当第 j个子结构作用有谐干扰力P] 时
,

`

第 j个子结构响应的振幅可从式 ( 22 )得到

甲:
` ’ 甲:

` ’ .

一一不厂一一 r 一 a 拼。

口
-

一 又
器

r , S

J名-S汉E卜1一N
一一X

代入约束条件 ( 3 9 )
,

得到

A产
。 = 0

其中
( S ) ( S ) .

A = a T
(艺

J 甲
,

甲
r

砚
.

一一万一一二一 ) a

。 -
一 几

名

r , S

( 4 2 )

真实系统的频率方程为

}A 】= o ( 4 3 )

当有m个约束时
,

以上诸式中的 a便是 J x m矩阵
, 产与丙为 , 维矢量

,

而 A为 m x m矩

阵
,

频率方程的形式不变
。

考虑受约束结构在谐干扰力 F = F 。。
讲作用下的强迫振动

.

在 F与 jP 作用下第 j个子

结构响应的振幅为

甲 ;
` ’ 甲

:
” .S了̀r

甲
E e ` ( j一 ) r沪
月 = 1

F
, 。

. 2 一 几“

a ; 。

〕
J艺-SN公-r

+

.)S一护
(

叭一
一

J-sE,艺-r尸...、z一N
一一

·

0]X

代入约束条件 ( 3的得

A产
。 = B

其中 A由 ( 4 2 )表达
,

( 4 4 )

N

B = a T E
r 石 1

N

公 e i

J
( j 一 ” ) r吵

「

艺
S 一 1

甲;
’ ” , ;

`
”

F
。 0 .

护 一 。

当系统受到
; n
个约束时

,
A为 m x m实对称矩阵

,

B为二维实矢量
。

从方程 ( 44 )可解得产。 ,

从而确定约束反力及响应
。

考虑拟旋转周期结构的第二种情形
,

当第 j个子结构有一小缺口
’

,

缺口边 缘 面力为

零
.

这个结构等价于受约束的旋转周期结构
,

约束条件就是原缺损部份作用在其它部份

上的节点力为零
。

假想将缺口补上
,

使它与其它子结构的几何形状相同
,

这个子结构的
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节点位移可分三部份

x j二 〔 x
T ( l , ,

X

:
( 2 ) ,

x
:

( : , 〕
T

其中 X j ( 2 〕
为缺口边缘节点的节点位移矢量

,

X j 《 3 )
为补缺 口部份的节点位移矢显

,

其余

节点的位移矢量记作X j ( , ) .

单一子结构的有限元动力方程记为

{{
义z ( : ,

交z ( 2 )

交i ( 3 〕 }
·

…
K

l ,
K

: : 0

K
2 1

K
Z:

K
2 3

0 K
s :

K
3 3

X j ( : )

X j ( 2 )

X j ( a ) }
二

{
F z ` , ,

F j ( 2 、

F j ( s 、 }3332

0MM

X j ( : ) 只影响与缺口边缘节点自由度对应的运动方程
,

这个影响实际上是不存 在 的
.

因

此需要满足约束条件

M
: 5

X j 一s ) + K
: s

X s ( 3 ) = o

考虑谐振动时
,

上式可表为

( K
2 3 一 几Z

M
: 3

) X j ( s ) = 0 ( 4 5 )

其中又为谐振动的圆频率
,

X j 、 3 )
应理解为有关自由度的振幅

。

若写成 ( 39 )的 形式
,

可令

0

_ 几2 M
3: },曰3

K

尸...
.

..k

一一a

至此
,

问题已可技前面讨论过的情形处理
.

必须指出
,

X j 《。

川
l
对Xj

( 2 )
产生 彩啊的 自由

度数目不能小于 X j ( : )
的自由度数

,

否则约束条件 ( 4 5 )将不可能满足
.
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