
水 中平 板 的水 弹性 振 动
’

孙 明 光

(数学力学系 )

本文利用有限元方法求解周边固定的平板的水弹性振动问题
,

并将计算结果与己有

资料作了比较
.

在讨论水弹性问题的论文 中
,

不少假定水是可压缩的流体 , 本文为了简单起见
,

视

水为不可压流体
,

使计算量大为减少以
` 〕

.

一
、

变分原理

设 长方形平板置于无限的流体之中
,

并在它的平均位置作周期的小振幅运动
。

在这

里重力及自由面影响均不考虑
。

流体假定为理想
、

不可压
,

运动无旋
。

选取空间固定右手坐标系
,

xo ,平面与板的平均振动位置相重合
,

原点 在板中心
,

x 轴与板 的长边平行
, y 轴与短边平行

,
Z轴垂直于 x o g 平面

,

构成右手系
.

平板边长分

另l ,为
a
与右

.

设流体运动速度势为必 ( x
, 夕 , : ,

)t
,

密度为 p ,

V为流体运动的区域
,

r JJ
为板的湿面

积
,

则速度势必应满足拉普拉斯方程
:

`、.产、 .夕少刁.上O自了.、了.、、
=

登
+

穿
·

鲁
= 。 (在纳 ,

, , ,

功
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口必 口附
附着条件

:

一等一 二 一

二
’

二 刁 。 … … 口n 口t

其中W为板的位移
, z为时间

,

离平板无穷远处
,

要求必止则
,

(在厂
,了

上 )

。
为板面的外法 }句

。

巨p

二 。 /

1 、 、 , , 。

岁 二 ” 、牙 ) ,

曰 八 = 矿 x “
十 夕

`
+ 之`

一~
·

考虑板只作横向振动
,

周边固定
,

满足通常的簿板理论假设
,

因而运动相对于板的

平均位置
x o y 平面将是反对称的

。

W = 下V
。

(
x ,

夕)
e o s o t

取

在
x o y 平面上

、

板面 以外
,

必须满足 中 (
x , 夕 , 。 ,

i )
二 0

.

必 = 一 。甲。

(
x , , )

5 i n o t

J七!卜。 为振动频率
.

( 3 )

本义于 10 8。年 9 月收到
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显然甲。
及W

。
应满足

: 乙甲
。 = 。

_

亚
生

口n

(V内)

= W
。

(厂
H 上 ) { ( 4 )

中。、 o (R , co )及甲
。

(
x ,

夕 , o
) = o (板之外 )

不考虑板边的张力
,

板中面应力假设为零
,

则板的势能及动能如下
:
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这里 m为单位面积板的质量
, 产为泊桑比

,
D 二

E 沪

2 2 ( 1 一 产3
)
为刚度系数

,

E为杨 氏模

、 .户少、 .尸矛
八0tJ

产

`
、了..、

量
,

h为板厚
。

注意到
, 流体压加

= 一 。

擎口 乙

利用格林公式可得流体动能
:

奋丁{{
(: 。 )

2“

一晋{{
,

雳
V r H

(双面 )

则流体— 板系统的拉格朗日函数为
:

石一

封扛
一

臀孙
、 一
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,

言分
ds

一
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Z

W )
2 · 2 (卜 。 )〔(黑了)

2 一
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“ · ` , ` 8 ,

将 (3) 代入 ( 8 )
,

考虑到周期振动的情形得哈密顿作用量函数为

“ =

{丁
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一 {烤!{
W :“

· “ , · 。
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由一次变分 6: = 0

即得板的变分方程
。

对于流体运动
,

变分方程沟 为

占I (甲
。
) ` 0

( 9 )
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以了h = m g ( 了为单位板厚时单位面积的板重 ) 代 ( 1 0) 式可 写为

占(M o Z 一 K )
二 0

其中
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` 二
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刁一口口 2万

。
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`
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有很多。 形
,

如船底板
,

只是单面接水
,

因而 ( , 2 )和 ( ; 4 )
「。 ,。积分

{{
、 。
平

·
d X d , 只需单

面积分
.

下面我。:只讨论此情形
.

可以证 明在任何 ; 、形下
{{

, 。
评

。“ X“ , > 。
.

二
、

频串方程的建立

在本文有限元法的计算中
,

对板我们采用不完全协调的 4节点矩形单元
,

每一节 点

了W `

\
位移为 U ` “

} 万
x `

}
,

(“ ’ , “ , ”

、 W洲 /

, 4 )
.

每个矩形单元的 4个节点位移用列向量 { U }
“

表示
:

I戈yW平W
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“

平况 ”

取矩形单元的局部坐标 (言
, 刀)

,

矩形单元体的位移模式表示为

W
。 = 〔N 〕不N }

“

口万
.

如图 1

( 1 6 )

所示
。
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: ,

N
x : ,
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N
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;
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,
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对流体则取 8节点的长方体单元 (如图 2 )取节点的参数为 速 度 势

, . 2 甲` ( i
= l , 2 , … 7

,

8 )
.

于是列向量
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:
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“
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N
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旦匹
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,
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〕 + 〔T
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〕

由各单元矩阵总合起来得总矩阵
.

对 ( 1 2 )式有

会{。 , }
`

`昌 1

`〔 S
e

〕` {甲 }
“ ` 一 艺 ( 6甲 }

`翻 l

e ` 〔且
e

〕 s{` }
己 i = o

〔 A〕 {U }
由此可得

: 〔 S〕谧甲 } = ( 3 1 )
( 0 )

这里 <甲 }的排列是将板面上的叭先排
,

然后再排其他
,

这通过移动 〔匀的行列总是可以做

到的
。

这里〔豹及 〔A 〕是由单元矩阵〔S
e

〕`及〔A
。
〕`选加到对应行列而得到

。

类似的对 ( 1 3 )式进行
“
对号入座

”
迭加处理

,

可 以得到方程
:

。 2

〔
〔K 〕、U , · 〔 A〕

了
,

、 , ,〕
板、 = 〔 T〕` U ,

( 3 2 )

三
、

解 法

这里的水弹性问题必须同时求解未知量 ( U }及仲 }
,

因而方程组 ( 3 1 )和 ( 3 2 )
:必须 祸

合求解
,

为了能在小型计算机上求解
,

我们采用了分层子结构法
.

将板及流体 作 如 图

3 的有限元分割
,

旦对不同深度作不同的分割
,

逐层计算
,

算至最上面的第一层
,

将流

体运动与板振动偶合起来
,

由 ( 3 1) 求出 <甲 }对 { U }之关系
,

然后代入 ( 32 )
,

求 解广 义特

征值问题
,

计算频率。 及振型 <U }
。

对于广义特征值问题的求解
,

我们采用快速同步叠代法
`“ ’ ,

求几个最低的特征频率
.

限于计算机的容量
,

对板我们只分为四个单元
,

对流体计算时多数只取二层
,

每层

也只分 四个单元
.

我们计算了三个大小不同的板的例子
,

每个例子都对不同板厚
、

不同

水深进行了计算
,

计算结果如附表
:

、

ha
`

111

{{{
一一

,,
111 111

{{{{{

1
LD

I
-

图 3 图 4

对第一个例子
,

一阶共振频率由能量法计算为 25 5赫芝 ( 板厚 s ;m)
;
) 和 2 04 赫芝 ( 板

厚 4 m 。 )
,

按鬼头方法 “ ,
计算为 1 6 6赫芝 ( 板厚 s m m ) 和 1 3 2赫芝 ( 板厚 4切 m )

,

而对实

艇一块 28 x 2 6
.

5 x o
.

4的底板测得共振频率为2 40 赫芝
.

(此时扶能虽法算得为 Zn 赫芝 )
.

对第二个例子
,

由能量法计算为 1 2 0 0赫芝
,

由鬼头方法计算为76 6赫芝
,

而对实 艇

一块 40 x 1 2
.

8 X O
.

5的底板测得共振频丰为 3蛇赫芝
.

(此时技能星法计算为 10 3 2赫芝 )
.

实际上
,

达块板边界刚性较差
.
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对第三个例子
,

由能量法计算为 1 95 赫芝
,

由鬼头方法计算得 1 34 赫芝
.

而对实艇一

块 40 x 3 0 x 0
.

5的底板测得共振频率为 95 赫芝
.

以上对实艇底板的实测结果来自船舶研究中心吴士 冲的 工 作
。

由此可见
,

本文计

算的共振频率值偏高
,

而能量法及鬼头方法的计算结果
,

有时低于实测 值
,

有 时 高 于

实测值
,

这说明实际的船底板并不是完全固定的
,

本文估算的振动压力值 是 真 值的上

界
.

此外
,

由我们计算结果可以看出
,

如例 1情形 1
、

3 及 4
,

当水深增加时
,

附加质

量效应减少
,

自振频率增大
,

压力减小
,

这与文 〔O 的结果类似
。

同时也可以看出
,

板厚

不均匀
,

局部变薄时如例 1的情形 5
,

则挠度增大
,

自振率降低
,

脉动压力也降 低
.

还

有当板厚变化时
,

如例 1的情形 1 及 2 ,

板的振型变化很小
,

但频率则与厚度成正比 变

化
。

这些都与实际情况相符
。

附 表

振 型 (点 A处 )

盯下一一怡月一0自ùJ任一月七一.b一O自一0口一

一一宫任一通ù一ù勺一户nù一b一̀任一O自一

平板尺寸 (图四 )

( e m )
情形号

板 厚

( e m )

水深

( e m )

一阶共振频率

( 赫芝 )

一一勺一一一一一一八h一一.勺一一内hù一,孟ù卜óJ一no一一n
ú
ù
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.
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.

9
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.

3
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。
4
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。
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。
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。
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。
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