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勤
.

引 言 和 准 备

设 ( g
,

F
,

尸)为完备概率空间
.

称随机过程 N = (N t ) t ) 。

为标记点过程
,

若它的样本函

数是零初值右连左极阶梯函数
,

在有限区间上至多只有有 限 个跳跃点
。

令 T
。

(司
= O ,

T 。

( 。
,

)
一 i n f ( I> T ,卜 : (。 )

:
N r (。 )罕 N

: 。 _ ,
(阳 ) }

, , `》 1 ; 刁
,:

(曰 )
= 刁N

, 。

(阳 ) I 〔
: 。 (。 )

一 〕 ,

? ,》 1
.

即 T 。

(
。 )

)是 N
.

(
。 )

)的第
, ,
个跳跃点

, 』 ,:

(。〕 )是第 , ,
次跳跃的跃度

.

贝IJN t、 f丁表为 N t (
。 ,) )

=

只乙
·

(阳 )了〔
了

,

, : (一 》
一

,〕 ·

令

( C
;

) F ` = a
丈\T/ 。 , 、 镇 r }的完备化

,
一> 0

.

则 ( F
,
) t

一 、 。

满足通常条件 〔’ 〕 .

随机变星序列 (乙
”

)
,:

一 、
的值域

,

除去零这一点后所得集合 E 称为标记的集合
。

假定

( C
Z

) E =
{

a , , … , 。 。 }
.

其中 a : ,

… , a 。是两两不等的实数
.

对每个 i ( `镇 i镇 k )令 N : (阳 )
=

属了: : 。 (。 卜 ,〕 了〔 : ,: (一 ) · 、〕 , ` ) 0
·

则 N ` 为简 单
,

廿民过

程
,

且 i甲 j 时 N `与 N `没有公共跳跃点
.

不难证明 F , 一 叮谧N :
, “

( ` , `蕊 i〔 k} 的完备 化
.

由〔3〕每个N ` ( 1成 i、 k )可唯一地分解为N ;
=

秧
,

A `为零初值可料增过程
。

称 A i为 N `的补偿元
.

。

:
+

(
, `》 ”

.

其 , },
而为零初 伎 局 部

( C
。

)

( C
4

)

二 i为 B M O鞍
,

1蕊 i钱 k
.

声连续
, 1成 i续 k

。

除」卜特别声明
,

本文到处假设满足条件 ( C :
)至 ( C

4

)
.

术文还采用以下记号和定义
:

均简记为兄 (对其它指标求和仍照常标明 )
,

m a x
均简记为 m a x 。

主“ `
k

2 ) L为零初值局部鞍空间
.

。 工
为使 lIx {}

。 ! = E (〔x
,
x 〕了

“
) < co 的x o L的空间

.

0
2

为

使 11州 }
。 2 二 ( E ( X

,
X 〕刁 “ 2

< co 的X o L的空间
,

即零初值平方可积鞍空间
.

对局部 鞍 X
,

令 } ,X ! }:
, , 。 = s

尹p “ “ : · s u p E (〔X
,
X 〕一 〔X

,
X 〕卜 I F

了
,

)
,

其中 T跑遍一切停时
.

B M O为使
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} !X{ }
。 、 。 < o c的 X〔 L的空 I’ d e

。

3)记可料 a域为 P
,

点过程产生的 u 域族上儿个鞍空间的结构

H
’ ,

H
“
和 B M O都是 B a n a 。 h空间

。

对每个 , ( 1、 ,、 、 )
,

用 , ` (、 卜 。 〔
{了

,
, ,

( , , ·

)、 ,
;〕

, 。 。。来 定义

(〔0
,

co 〔 x g
,
P )上一个测度

。

( C
。

)和 (C
`

)保证拼`是有限测度 ( 茶3命题 3 )
.

记 (拼
,
( 11 )

, …

拜k (万 ) )为声(H )
.

4 ) 设 f = ( f`
, … ,

户)为可料向量过程 (指每个分 量 厂` 为
一

可 料 过 程 )
.

IL (刃 表 示

使 .}矛.,
: ! ( ; ) = 二

{
}*` }“ ; ` = : E

{:
, ,: . d A

;
< co 的 , 的全 体

.

L
Z

` , ) ` 示 使 、,̀ }.
乙咨 ( I矛 )

〔 :

I
( ,` )

2

、 `〕
1 / 2二 〔二 E

{:
(*: ,

2“ A
;〕

1 /: <一 的 `的 全 体
·

L一` ,̀ ,表 示使 ,,
z图 (子正 )

I” “ x e“` . “ u p } f; (
。 ) } < co (本性上确界按测度川对一切

t》 ”和田 “ “ 取的 )的 f的全体
.

它们

都是 B a n a o h空间
。

由每个川均为有限测度可知 L’ (对已刀 (劝 ` L’ (川
.

5 ) 对 f
o L` (拌 ) (对 应 地

,
L

Z

伽 )
,

L ’
(衬) )

,

将 按 轨道 的 L e b e s g u e 一 S t i e l t i o s 积 分

f: d lt `

:记为 U :
( f ) ( ` ) (对应地

,
U

:

( f ) ( ` )
,

U 一
(厂) ( ` ) )

.

6 ) 对每个 i ( l ( i ( k )
,

设
, i为 (〔 0

,

co 〔 x g
,

P )上取有!̀陡实值的有 I杖
一

可加集 函 数
,

月....J

兄

I

吐当 拜i (H )
= o时有

, ` ( H )
二 0

.

必`表示使 l}
v i l卜

s u p <艺 !
, i (打

。

)】; H
: , … ,

H l o P
,

11 , {
一

)月
。

称 = 1

二 劝凡 m丫心 < co 的砰 的 全 体
.

令 必 二 谧, =
(

, ` , … , , ` )
: 砰` 必 ` , 1簇 i簇补

,

它 在 范数 }}
,
}!

= m a x
l{

, i }1下是 B a n a e h空 l’ir]
。

本文得到的下述定理刻划了标记点过程 N产生的
a 域族 ( tF ) t _ 。

上几个鞍空间 H
’ ,

H
艺 ,

B M O以及 B M O的对偶空间的结构
.

定理 I U :
是 L `

(产 )到 H
`
上的一个同 构

,

且 (侧 2左 m a x
{{

, ,` i }{
。。 。

)
一 `簇 {IU

,

1}簇一

定理 2 U Z是尸 (升 )到 H
“
上的一个同构

,

且保持范数不变
.

定理 , U一是 L一`; , ylBJ
M” 上的一个同 构

,

且

六
簇 ,,氏 ,,簇 侧丽

m二 ,,m` ,, /

现设 , = (
, ` ,

…
, , “ )

。。
.

对 Y o B Mo
,

记 U二
`
(Y )为 f = ( r`

,

…
,

)“ )
,

月J

W
·

“ , 一 E

尹
` d补`

( 1 )

定义 B M O空间上一个线性泛函 W
, 。

定理 4 B MO 的对偶空间 B M O 带
为必

。

更确切地说
,

由 ( l) 式给出的映射 W
: , 片 W

”
是

中到 B M O
. 上 的一个同【构

,

孙
.

(侧 云正 m a x
}lm ` l}

。 。 。

)
一 ’
毛 l}W }{镇训 2 k

.

在“ = 、1 } (目p“ 为简单
J

。过程 )且 ,卜偿元 A, =

!;
“ Sd百 ( `为习卜负、

’

料过程
, 、 ;为“ 白勺随

机强度 )的特殊情形
,

定理 1
、

3和 4被〔4〕得到
.

我们 的结果推广了〔4〕中结果
.

我们 还在

荟3中讨论使 (C 3
)成立的条件

,

在 互41 于}
给出满足木文条件

,

但不满足〔4〕中条件的一 类

简单点过程的例子
.

〔5〕的秧表示定理在〔4〕 , 1, ,坦讯要作川
。

但 〔5〕的 g是特殊 的
,

〔们的安是 一般的
,

)砂f以

〔4〕引用〔5〕的定理是不合适的
.

本文所用 〔3〕或 〔6川
,
秧 农示定理 又」

’

g 没有限制
. ”

i刀 二
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( 1》时也可利用〔 7〕 : 11定理 1 9
.

1 ,

因为〔7〕引理 1 8
。

4后的注 1对 g 所加的限制是不必要 的
。

引理 1 设 Y为平方可积鞍
,

则

l}Y !I
。、 o

簇训 s s u p { IE 〔X
,

Y〕 .
1; 当 {}X ll

j , , 二 1 }
.

这可由〔2〕定理 1 1
.

20 得到
.

这里只要求 ( tF )满足通常条件
,

不需要条件 ( C :
)

.

引理 2 过程M o L的充要条件为
:
存在可料过程 f`

,
1 ( i成 k

,

使得对每个 t ) O
, a . : .

有

二

{:
! f
:
! d A

:
< 一

,

且 “ , = 二 !:
f
:
“ 71!

;
.

这可 由〔 3〕3 7页定理 6得到 (我们已将〔 3 llj
l
的 E

=
( 1 , … ,

补改为条件 ( C Z
)

,

但〔3〕定理

6仍成立
.

因为若将N 的跃度」。

取值 ia 处均改为 i
, 1 ( i ( k

,

得到一个新的点过程 N
,

但并

不改变 N `和 ( fF )
,

从而不改变而
,

声
,

空间 L等 )
.

实际上这也是 〔6〕定理 5
.

4的一个特例
.

这里不需要条件 ( C
。

)和 (C
`

)
。

弓!理 3 设可料过程 f`
, 。 ` , 1 、 ` 、 “ 满足对每个 l ) 。 ,

一 有 :

{;
, f; , d A; <一 !̀“

二

{:
}。 : ` d A; <一 贝”有〔￡

{:
`: d ,矛!

:
,
二

! :
。; d二;〕

, 二 兄

I:
f;

g
: d N :

.

证 令M , 二 二

J:
f: d m

:`口瓦
= 二

!:
。
: d叨:

·

由弓,理 2 ,

“ 和
卿属于 L

,

且显然是有

限变差局部鞍
.

由iA 连 续知乙M
: = E f , N:

,

厕
: = 兄或』N :

.

再 注 意 i甲 j 时 N ` 与 N ’

没有公共 跳跃 点
,

即得 Mt, 夙
=

牙 (别冲 ; ) ( E
巾岭 〕 =

买
,￡
加冲 :

=

:

{:
f二

g
; “ N :

·

这里不需要条件 ( C
3

)
.

马2
.

定 理 的 证 明

定理 1的证明 设厂=
(厂

` , … ,

f k )
e L `

(拼)
.

由引 理 2 和 3 ,
u :

( f )
。

L 且 }IU
:
( f ) }1

: : =

E 〔艺

{:
“ ; ,

“ ` N
;〕

’ / 2 =
E〔艺 军“ ;

“ N : ,
2〕 ! /2、 E二 干,̀ ; ,“ N

;
= E :

{:
,̀ : ,“ N ;

=

E 二

{:
“̀ ; ,

“ A
;

=
,,“ ,

乙 1 ( ,! )
< co

·

只” U
l

“ ,
` H` ,

且 , U
l

,簇 `
·

故 U l是 L“ ; , 至” H
’

内的线

性连续映射
。

对 X` “ 1〔 L
,

由 弓̀理 2可 表 为X ` 一 二
.

,
;

f; d m

;
,

其中 f `为 可 料 过 程
, l 、 i、 “ ,

以

二

!:
} ,; }“ A; <一 凡 , ) 。

.

往证 , = ( ,
! , … ,

,“ )
· L l

( , )
.

令不
一 二

{:
} ,; } “ m

:
,

由弓!理 2

和 3 ,

瓜 L
,

且 〔又
,

又〕
! = 二

{:
( *; )

2 “ N :
= 〔X

,

X 〕 ,
.

故 }、又}}
一

}X .}一 <一
,

无
〔 ” 1 .

令“ ;
=

{:
!罐, “ m

;
,

由弓,理 2
,

无`· L
·

当`半 ,
岖

`与了 j没有
`

公共 ”七跃
J

点
,

故有

万
,

又〕
, 二

买
I`二 / ,了: )

2 =

买
, 兄 `丽: ,

2 二 公 〔了 ` ,

了 `〕`
( 2 )
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山此可知 X`。 H
’ , 1 ( i簇存

.

由 F e f f e r m a n
不等式和 ( 2 )式有

}}*},
: 1 (夕 、 = : E

{:
}* ; }“ A

;
= 二 E

{:
,厂; ,“ “ {

二 乞 E 于̀ ,, ;!
」“ ;

·

J“

= ￡ E军( l厂; l
」` , `

;
·

“ , ,̀

; ) = E E 〔X ` , , ,“ 〕一簇 艺侧万 }}“ {}
了吏1

}l
, ,“ }1

`几! (,

、 、 : 。飞a x

]!
, ,: ` l{

; 、 。 ·

。 : ( 匡
` ,

了` 〕了
“
) 、 、 万

一

n l a X 、} , ,̀ 、 }一
。。 , ;

·

E (寿艺 〔X ` ,

X `〕一 )
’ / 2 = 训乏石m a x

}}
, , ,￡}{

。: (,

}}X }1
, , `

< co ( 3 )

即几 L
’

(劝
.

于是 X , 二 U ,
( f ) ( t )

.

这说明象空间为整个 H
` .

由 ( 3) 式
一

可知映射 U
:

为
、

-

一

一、勺
,

且 }}U 川) (训 2而m a x
}}胡 ` }!

。 、 。

)
一 ’ 。

定理 2的证明 设厂=
( f

, , … ,

丈左)
。 L

Z

伽 )
.

由引理 2和 3
,

U
:

(厂)
。 L

,

且 }{U
:

( f ) {}
- 二

E 习
。

( J;)
2

性连续映射
。

“ N
{

= E :

}:
“ ; ,

““ “
;
一 ,,, ,,:

2 ( ,: ) <一 “主说 ,”j U
Z

是 L
止

` , ,至」H
`

内自勺保 `
’

已线

设 X 〔 H Z二 L
,

由引理 2 ,

X , = :

):
,: “

一
:

,

其中 , 二 * (尸
,

一 )“ )满足 :

J:
,厂: , “ A; <

一 由引理 3 ,

E 〔X
,

X 〕一 E :

{万
`f : ,

2 “ N
:

= E乞

(:
( ,; ,

2“ A
:
二

,,̀ ,“:
: (“ )

二玫 , ,̀
:·

,̀
一

< co
,

斥尸 ( 声̀)
,

这说明X 二 U
:

( f )
。

因此象空间为整个日
“ .

注 从证明中看到这里不需要条件 ( C
。

.)

定理 s 的证明 设沂。 L 二 ( , )
.

对任意 X o H
` ,

由定理 1 ,

存在。 一 U ;
`

(入 ) 。 L
`

( , )
,

使

X , = 二

{:
。
二d m

:
·

由弓,理 3`口定理`有

}E〔 X
,

U 的
( *)〕

。
}、 E }二

{:
*;

。
;“ N ; ,、 E 乙

:
,厂:

。
;“
“ “ ;

= E 兄

:
,厂;

。
;“ “ A {

( }}f }}
: 一 ( ;川 g }}

: ; 、。 )毛盯 !}
: , ` 。 ) 训 Zkm a x

}{
, ,: i }}

。 、 。

1}X }}
j l ;

( 通 )

另一方面
,

由 厂
。 L ’

(拜) ` L
Z

伽 )和定理 2 知 U .
( f )

〔 H
2 .

由引 理 1 和 ( 4 )式
,

{{U
`

( j ) }}
。 ; ,。 (

侧了
s u p { ! E〔 X

,

U 。
( f )〕

.
} ,当 }}X }!

: ` = 1 } ( 侧而寿 m a x {{
, n i】}

。 。 。

1】f】!
: 一 ` ; 。 .

这 表示 U .
( f )

。

B M O
,

且 1}U
一

}}( 训 l o k m a x
}}m `1}

。 、 。 .

故 U ·
是 L “

(拌) fl] B M O内的线性连续映射
.

设 Y o B M O
.

对每个 g 二 ( g , , …
,

g 掩)
。 L

`

(拼)
,

令 C ( g )
= E 〔U

:

( g )
,

Y 〕 , .

由 F e f f e r , n a n不

等式和定理 1有

! C ( g ) 1蕊 侧 2 }IU
:

(夕 ) {}
二 `

}{Y }{
。 、 。簇侧万 }19 }}

: “ , )
{}Y {}

。 、 。
( 5 )

故 C ( g )为 L `
(拌)上线性有界泛 函

.

记 9 1 =
( 6 1, g ` , … ,

6 、。g 掩)
, 1簇艺( k

,

其
, 1“ 6 55 = 0当 f孚 j不一l

占i j = z当 f = j
.

显然 g ` 6 L ,
(拌 )

.

令 C` ( g落)
= C ( 9 1 )

,

则 C `是 L
,

( 群̀ ) (指 满 足 }}9 1 }}
, 工 `。 i ) 二

{
}。 ` ;d , ` = E

{:
} g

;!
d ,

;
<一。。可料过程 。 `的空间 )

一

: 的线 ,生泛函
,

。
.

由 ( 5 ) , 、 、 J
·

! C i ( 9 1) }
=

! C (夕` ) }毛召
一

丁!1刀
` {}

, ` 、 ; ,
{}、

广

{}
, 1,` , = 、 / 2 {{刀￡{{

, ` 、 , , ` ,

}{Y }{
,

.

、 了

( (; )

; ,文C `是 L ’
( ; ` )

一

l:线 {
’

I:有界泛 。,几
.

1;)1此存在 f “ “ 因 ( ,“ ) (引1 ; {铸足 !l川 {
:

、 ` 、 ,“ , 二 ` 入 · s ` ,
川 /

: (
` ,

,

) l
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< c o的可料过程 厂̀的空间 )
,

使对一切护
。 L `

(砰 )有

C ` (。 ` )
=

l
,`。 `“ , * = E

{:
`:

。
: “ A

( 7 )

今 / =
( {

` , … ,

)决 )
,

由 ( 7 )式和引理 3有

e (。 )
= 二 e ` ( 。 ` )

= 二 E

{:
` ;

。
;
“ A

:
= ￡ E

{:
`:

。
;
“ N

= E 〔U :
( g )

,

U .
( f )〕

, ( 8 )

;寸每 个 x o H ’ ,

仍用。表示 U二
`
(X )

.

则由C (。 )的定义和 ( s )式得E 〔X
,

Y〕一 E〔X
,

U .
( r )〕

一 ,

凡X o H
` .

因此 Y 二 U 。
( f )

.

这说明象空间为整个 B M 0
.

若 `· L二 ;̀ ,
, 。〔 L ! `; ,

,

贝”由`7 ,和 ` 6 ,式
,

,,“ ,}
! , (· 、 )

一
p 、 ,

l
“ 。 `“ ; ` , , 当 ,,。“ ,

乙 ! (· ` )

二 1 } = s u P

故 l{f l}
: , ( , )

{ }C ` (夕` ) }
; 当 {{g ` {}

: L ( ; i ) = z } ( 识万 {{ U ,
(声) }1

。 。 。 .

、 侧了 }lu
。 (厂)l l

。二 。 ,

于是映射 u _
为
一

的且 1}u
_

11)
一

挤
: 一

丫 乙

定理 4的证明 设 v =
(

, ` ,

一
,

砂 )
。中

。

对任意介 B MO
,

由 ( 1) 式和定理 3
,

} 、̀
,

( Y ) }、 二 }
{

,`“ , ` }、 二 、}*` {}: 一 ; ` ) 、}, ` {}、 “ }、,、、
:

一 ; )
}、· 、}、 “、 2

一

、}Y }、一 ,,· 、、
.

, … ,
占i天 f k ) 和

910

这表示W
, 。B M O气且 11W !} ( k侧万

.

故W是必到 B M O .
内的线性连续映射

.

设刀
。 B M O

’ ,

由定理 3 ,

对任意 f = ( f`
, … ,

f k )
。 L `

(产)有

IB U .
(川 ( }IB ll 11U

。
(不) 11

。二。
提侧丽

m a x
}lm i ll

。 M口
}IB I}11f l}

: , ` ; , ,

故 B U 。 是 L ’ ( lt) 上线性有界泛函
.

与定理 3 证明中类似地
,

令 il 二
( 价

,

f
’

A ` (厂i )
= B U二 ( f` )

,

1 ( i簇 k
.

则有

}A i ( f` ) 】成侧 1 6而 m a x
!}m i }}

。 , ,。
1}B }日】厂i!1

: , ( , i )

故 A i是 L ’
(砰 )上线性有界泛函

,

因此存在
,枯必` ,

使对一切厂`
。 L ’

(川)有

A“ “ , 一

{
“ “ , `

令 v =
(

v ` , … , , 寿)
,

它属于必
.

由 ( 1 0 )和 ( 1 )式
,

: “ U 。
(户) = : A ` ( ,` )

== 二

{
、`“ , ` = W

·
U一 ( , )

,

对一切 f =
( {`

, … ,

f k )
。 L “

(召)有 五U 。
( f )

=

故B = W
, ,

这说明象空间为整个 B M O气

由 ( 1 0 )和 (。 )式
,

}}v ` }}
二

}}A ` {{( 了获正一m a x
{}二` }}

* 、 。

{{W
,

}}
,

故 {{
v
}{(

训 I石百
, n a x

(}
n : i }}

。 、 o

}}W
,

}{
.

因此
,

映射W为一一的
,

且 }W }}) (了 10寿 m a x
{}

, n ` {}
: 。 。

)
一 ` .

郧
.

使 ( C
3

) 成 立 的 条 件

本节不假定 ( C
l

)和 ( C
4

)成立
,

只假定 ( C : )成立
,

( F ,
)满足 通 常 条 件 及 N 适 应 于

( F
,
)

.

为讨论使 ( C
。

)成立的条件
,

只要对每个固定的 i ( 1簇 i ( 吞)
,

给出使 m `。 B MO 的 条

件
.

我们还给出几个有关的结果
,

命题 1 至 3 的证 明较简中
一 故从略 (命题 1的证明要用

少}!〔7〕引理 1 8
.

12 )
.



第二期 (过程
l 户
勺日J{J 贬族

_

卜几个鞍空问的结构

命题 1
水 ·̀ “ ’ 的充要条件为 E 〔

{:
( 1 一 “ A ; ) dA

:
〕< OO

·

命题 2 若声连续
,

则 m “̀
H

Z

的充要条件为 E A立

命肠 3 若m `。 H
Z ,

声连续
,

则川为有限测度
.

命肠 4 若声连续
,

则 , 枯 B M O的充要条件为
:

< co 或 E N立< co
.

存在 正常数 C
,

使对任何停时 T有

E 〔 A三
一

川 }F
,

〕` C ( 1 1 )

证 充分性
:
在 l( 1)

, ! ,取 T = o并取期望得 E月几〔 C
.

由命题 2
,
二标H

2 .

但 〔二 `
,

二 〕̀ , 二

买
,
(乙,

: )
’ =

奚
, (乙N : )

2 = N :
,

故对任何停时 T有

E

〔
〔? `一 `〕 , 一 〔一 ` , 矛· `〕一 }F

·

〕
= E 〔、 立

一 N !
、

一

}。
, 〕

= 乙m
)

.

+ E 〔A乙
一 A琪

_

! F
, 〕 二 刁N二

+ E〔月立
一 刀二! F ( 1 2 )

它不超过 1 十 C
,

故勿枯B M O
。

必要性由 ( 1 2 )即得
。

芍4
.

例 子

当 E 二
<1 }时

,

我们给出满 足本文 条件
,

但不具有随机强度 (从而不满足〔4 llj
,
条件 )

的一类简单点过程的例子
。

设 ( tA )卜
。

为决定性非降连续函数
,

但不绝对连 续
.

A
。 = 0

,

A , 二 l i m A , < co
.

由〔8〕
r

.

se 卜的

定理 2 7
.

2
,

存在某个完备概率空间 ( g
,

F
,

尸 )及其上 (广义 ) P io
s s o n 过程 ( N )t t ) 。 ,

使对任意

一> 、 》 o
,

N , 一 N
:

服从参数为 A t 一 A
;

的 P o i s , o n
分布

.

记 N 产生 的完备化 a 域族为 ( F
,
)

,
、

一

。 .

易知 A是 N的补偿元且对任何停时 T
,

有 E (A一 A
:

·

! F
7

) ( A一 < co
,

由命题 4知树 。 B M O
.

于

是 条件 ( C ,
)至 (C

`

)均满足
.

但 tA不绝对连续
,

故 N不具有随机强度
.
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