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摘 要

木文对 all 奇扬椭球算法作了若千改迸
:

给出了加快椭球收缩的改进算法
,

压缩 J
’

入日 长

度
,

得到了较小的最大迭代步数估计
.

从计算实例表明
,

这些改善使算法的效率进 一 步 提

高
,

并可避免计算过程中由计算机有限精度引起的一些错误
.

马1
.

捅 球 算 法 的 改 善

考虑不等式组

A x < b ( 1
。

l )

其 中A 二 ( ia j ) 是。 x , 的整数矩阵 (
, ) 2 )

,
b是 m维整数列向量

。

令 al’ 表示 A的第 f个行

向量
,

定义入 口长度

份 ” 用
L = 名 E 10 9

2
( }

a .l j ! + 1 ) + 名 10 9 2
( }b `卜 i ) + l o g

Zm n + l ( 2
.
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`’ l j

” 1 `二 l

X a 叹 H a H ` ’ 〕给出 T 求解 ( 1
.

1 ) 的一个多项式算法
。

尔后 G a e s
与 L o v a s z 〔“ 〕 对 它作 T 改

进
,

其算法如下
:

令 x o == 0
,
A o = 2 2 L I 。 ( I

。

为
n
阶单位矩阵 )

,

一般地设有 x K ,
A气 则

步 . 1 判别 x E 是否满足 A x K
< b

,

若满 足
,

算 法 停 止 , 否 则
,

有 某 个坛
,

使

a `: x 盆 一 b :̀ ) 0
.

置
a =

步 . 2 令
、
+K

` 二

一 a r
日K

x K +
I A双 a

n + 1 、 / a T A K a
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.
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, , 乙 , 移 了 」 K 。 、 了 刁五 。 、 J
·

”“ ` ’ 二
元概
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(
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、
愕长黔

一
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转入步骤 l
。

迭代不超过 1 1价 L步
。

G a es 等改进的椭球算法
,

比 X a q H兑H原算法其效率提高了一个数量级
,

但运算量仍

然偏大
。

而且随着迭代次数的增加
,

在计算中往往出现负数开方
,

零作除数等错误
。

本

文给出一种算法
,

将进一步提高算法的效率
,

同时在很大程度上消除了上述错误
。

本文于 1 982 年12 月收到
,
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为简单计
,

假定 ( 1
.

1 ) 的系数矩阵A巳作如下处理
,

使每行各元素的平方和等于 1
.

记向 量
a i = (

a i , , … , a , , 则点
x 万 =

( 城 对
,

一 成 )
`

’

到超平面叮
` = ”的 有

向距离 (
x K
到其垂足的连续长度

,

p

誉
二 a

丁
x ` 一 b` ( ` = ` ,

一
,

沿超平面法线方向 ia 者为正 )

,

而。
丁)

”表示
x “ 不满足 ( , 、 1 )

.

求解` 1
.

1 )的椭球算法就。 某点
x0R
椭球 0E

=

卜{
(
二 一

x0)
7
(“

。
)一 (义 一

x0) 。

稀一 舰
·

要 由

解姗
球邵

二

卜
,( 二 一严 ) (zA

!
)一 ( 二 一严卜

1

卜点尸一

及椭球 E价
’ ,

使 E 定所包含的 ( 1
.

1 ) 的解集都包含在 E+K
`
内

,

并且 E形 ’
的体积 比 E 几 有

一定程度的缩小
.

我们所考虑的改进算法就是使这种缩小尽可能地快
.

为此
.

在 点
x K不

满足 ( 2
.

1 )
、

即可
x K ) 阮的不等式中

,

找产的最大者
,

设

一
。
乳
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{
x

l
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(
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}
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.

显然
,

七E
E
的体积不超过 E双的一半

,

并且 p K
越大

,

七E
“
越小

。

现在从 E
石

作 新 椭

球E K + ’ ,

十 `
与专E

`
相切于某超平面 fl

,

而n 的法向量为幻
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K n { x l

。 T

(
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)
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、 .产、 .,
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111) E
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-
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/
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,
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,
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成立时
,

不等式组 ( 1
.

1 ) 是不相容的
。

如果出现这种情况
,

则结论已得
,

砂
十 ’
就 不必

作下去了
.

故可令。 < , 二 一

哈 < 1
.

用仿射变换 z = 。 : = 。 (
: 一 : “

)把 : `
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,
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~
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,
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, J r 、 _ , 。 , I 月 K a 、

,
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,

易知口
.
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,
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’ 。
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换不改变向 t 的比值
,

故 E `
内的超平面 一了 x = b`变成单位球内的坐标超平面 z : = 产

。

为了满足 i` )
,

即 E ` · ,
与“ 二 ; 的交为 球 E

:
+ … + z

: 、
1一 ; 2

可设椭球 “ ` · ’ 的方程为
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, :
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“
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,

令久J ( 刀
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,

得
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二
F 一 一代不了一~ -丁尸万 , 一一丁下尸
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,

故 E
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的方程为
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-
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-
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.
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,
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廿
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、一̀

D 二 d i a 只 (
。 + i )

名 。 1 一 i
。 2

( l 一 拼) `
’ n Z

( i 一 产)
, ’

丫、
一 z :

、

徐动
,

则 E K + ’
为 ( Z

一
f) rD ( z

一
f) 簇 1

。

作类似于〔3〕的推导
,

解 出 f, CDT C )
一 ’

最后可得 x +K , = 产 +
拌n + 1 A K a

丁石万一 下7 万丁
( 1

.

6 )

护
+ , 二

兰至红卫兰
-

自
:

砚 `
一 1 、

2 (产
: + 1 ) ( A

K a
) ( A

K a
)
,

’

(
, + 1 ) ( 1 + 拌)

a T A K a
( 2

.
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这样
,

我们得到的改进算法是
:

令 x0 = O
,

A
“
为单位矩阵的一定倍数

,

一般
,

设有 xK
,
A` ,

步软 1 判别 ( 2
.

1 )
,

且使 a

乳产
一 `

。 = m a x
.

若满足
,

算法停止
·

若不全满足
,

必有i0
,

使
a

几产 ) ” `。 ,

令
“ = 一 a

几
·

检验 ( 1
·

” ), 若不满足 ( 若满足则停止 ), 令

a刃 x l 一 b i
o

拼 = < 1

步 . 2 技 ( 1
.

6 )
,

( 1
.

7 ) 计算X K + , , A K + ` ,

转入步骤 1
.

算法是多项式的
,

迭代一次运算量为O (价 )
,

经过多项式次数迭代后
,

可 得 ( 1
.

1 )

的一个解或断言它不相容
.

由于改进算法带有因子产
,

加速椭球收缩
,

可减少迭代次数
.

当“ 二 O时 ( 1
.

6 )
,

( 1
.

7 )就是 G d cs 等改进的椭球算法
。

泉 入 口 长 度 的 压 缩

按 ( 1
.

2 ) 计算入口长度L远远大于。二 。

太大的 L增加迭代步数
,

同时 2 乙 ( 或 2场 )
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将远远超出计算机所能表示的数的范围
.

因此
,

在理论允许范围内
,

必须尽 可能压缩 L
.

容易证明
,

L
一

可压缩到

L一 音羁
, `。 9 2

(
”
:

n

+ 名
j
’ 1

·

:
,

)
+ `。 g么· + ”

·

“
( 2

.

1 )

事实上
,

根据以下引理可证明这个结论
。

引理 1 解 集 合 笼
x
!
a i x 簇西i

,
i = 1 , 2 , … , , : , x

) o }的任一个顶 点 V = ( V
、 … ,

V
。

满足 一{。 }一
m a x

一F * } < ;竺

( 证 ) 若 顶 点 V 使
a i x = 乙̀ 10 1〔 玉l , 2 , … , ,̀ }

,

则由克莱姆法则知
,

V ` 二 D f

其中 D
,

D `分别是 A
,

( A
,

b) 的子行列式 ( 至多相差一个符号 )
。

由A
,

b的整数性
,

I 了
l 、

D
,

iD 是整数
,

ID { ) l ,

设 iD = d e

lt : 】这里了
, , … 介是K 维行向量

,

则
、 了万 ,

D
:
、 }I:

:

}};… 1. ,
·

! l:

这 里 1厅川
2 = 侧 〔于;石了表示向量的欧氏模

,

因此
,

D

推出

} · ` }书 、,:
,

}}
: … {一

:
.}
2

(

羁
,

沂一
_ .

二
2

/ 夕L

之司 “
.

、 、 、

竺 一

二 z , 1 1忍

由于】D } ) 1
,

得 ! ..V 卜
} D ` { / Z L

} ~ 干犷一 { 又
、 、

-

一
} J少 } n

’
从而 }.0 .}

一
<

劣
`
证 ,

.

引理 2 若
a` x < b i i = 1 , 2

.

… n:
有解

,

则球 E
。 = { x

} t!
x
}I
: 琪 2乙 } 与 解 集

` = 玉x
}

a ` x < 占i
,

i = 1
,
2

, … , n:
} 的交的体积 几( 石

。
门s

) > 2 -

争
( “ + l ) 乙

证明类似于 〔 3 〕中引理 2 ,

此处从略
.

因为A
。
由L确定

,

所以 L .
代替 L之后

,

使迭代步数有实质性减少
,

从而提高求解 效

率 ( 见算例 )
,

实际计算表明
,
L .
也是偏高的估计

,

在许多情况下
,

可人为地指定一个

入口长度 ,
,

使求解范围限定在球 “
二
11
: 毛 2尹之内

.

一般说来
,

求解不等式组 ( 1
.

1 ) 用X a q H兄 H原椭球算法需O ( m砂 ) 次运算
,

而用改

进的椭球算法需 O ( m护 )次运算
。

在此基础上
,

用 ( 2
.

1 ) 计算石
.
代 替 ( 1

, 2 ) 计 算的

L
,

则所需运算量减少为O ( 二矿109 述 ) 次
,

如果再指定入口长度L ( 对相容不 等式组往

往是可能的 )
,

则所需运算减少为O (矿 )次
.

我们在 I B M一37 。和 T Q一 16 机上计算 的若

干实例均说明上述结论
.

马3 最 大 迭 代 步 数 的 细 估 计

椭球算法对最大迭代步数估计过高
,

我们考核过的算例表明
,

实际迭代步数均远小
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于理论估计
。

对于不相容系统 ( 1
.

1 )
,

如果不使用判别条件
,

一直按理论估计的最 大

迭代步数迭代
,

将出现
机器零

’

机器零
’ 或有效数字严重相消的情况

。

因此理论上给出一个比较

切合实际的最大迭代步估计是必要的
。

对于改进的椭球算法
,

不难证明
,

最大迭代步数是

K 。 二 ( 4称
么 + 6 n + 2 ) L

.
( 3

.

2 )

定理 1 对
,
> 2的不等式组 ( l

。

1) 施行改进算法 ( 1
.

6 )
,

( 1
.

7 )
,

经 K 。 步迭代之后
,

或

者得到 ( 1
.

1) 的解
,
或者断言 ( 1

.

1) 不相容
。

〔证〕设 ( 1
.

1) 有解
,

但迭代K 二步后算法未中止 (即未得 出解 )
,

由于 ( 1
.

1) 有解
,

故

山 , ,

_
_ . , 。 。 八 、 _ _ _ ` 。 ` , 、 , `

~
、 , . , , 。 、 。 , 、 _ . ; . ~ 山 ,

, 、 n

八 / ,
, ”

由引理 2 汉 ( E
O

门s 、 ) 2 一 ` . + ” 乙: 因为几( E O ) = K ( , : )
.

2” L . ,

其中 K ( n ) =
, ` 一

/ F (冬 + l )
一 ” 一

一
、

”
`

-
一 ’

一
` , 、 尹 、 产

一
` 尹

”
、 ` 一 、

2

是与
,
有关的系数

。

又由算法的几何结构知 (见〔 3〕 )相应于沙
,

A k的椭球

泞卜 笼x
} (

x 一 x ` )
r
( A k )

T

( x 一
x ` )《 i }

满足人( E九
+ ` ) < e , ` ” + ` ’ 孟(五。 )

,

所以经` 。步后
,

浇( E `二 ) (
-

些
- 2才

厂(晋
+ ` )

一 ( 4
: 2 + 6 : + 2 ) L

.

2 (
。 + 1 )

二 2
8 兀 l 牵 , . , .

. L e 一 ( 艺. + 1 ) 一 < e 一 ( . + 1 ) -

这与 ( 1
.

1〕有解的结论双 E k哟 ) 双oE n : 〕> 2 一 ` ” ` ” ` .
矛盾

.

证毕
.

容易验证

念 1
。

3 3 5 3 (当
n = 1 2 )

澎 0
.

9 1 0 6 (
n = 1 3 )

荡 0
.

5 9 9 3 (
,
> 1 4 )

故通过与定理 l 类似的论证易得

定理 2 :
> 13 时

,

对不等式组 ( 1
.

1) 施行改进算法
,
经

2 1
n 2

一

( 2
n 2 + 3 n + 1 ) L

. < 1
.

4 ( 2
0 2 + 3。 + 1 ) L

.

步迭代后
,

或者得到 ( 1
.

1) 解
,

或者断言 ( 1
.

1) 不相容
。

芬4 算例表明我们的最大迭代步数估计更为切合实际
.

94
.

计 算 实 例

我们在 IB M 3 7。 / 1 3 8
,

等计算机上计算了若干实例
,

这里仅以两例为代表
.

例 , A X 二

(交)
X <

(l;)
= , :

其中
.

A: : 一 aI (I
。

是9阶单位阵 ), 如是。维零向量
.
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月: = }一 1

1 1 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 0 0

0 0 0 0 0 1 1

0 0 1 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0 1

0 1 0 0 1 0 0

一1 一 1 0 0 0 0 0

0 0 一 1 一 1 一 1 0 0

0 0 0 0 0 一 1 一 1

0 0 一1 0 0 一 1 0

一 1 0 0 一 1 0 0 一 1

0 一 1 0 0 一 1 0 0

一4 一7
一
6 一7 一 3 一8 一 1 1

。

0 0 0 0 0 5

。

0 0 0 0 0 5

。

0 0 0 0 0 5

。

0 0 0 0 0 5

。

0 0 0 0 0 5

。

0 0 0 0 0 5

。

9 9 9 9 95
。

9 9 9 9马5

。

9 9 9 9 9 5

。

9 9 9 9 9 5

。

9 9 9 9 9 5

。

9 9 9 9 9 5

。

9 9 9 9 9 5

、
l/
eees,ot
ee
lleeeees

nù八U
.̀上八“八“11八Un
,,火八Uù11ù,19曰

一一一

我们在机器上用五个方案进行了解算
,

所有方案得到的解 (在小数点后 5位进行舍入 )是

xl 二介 = 介 = .x = 朴 = .x = 0
,

xa = x’ = 八 = 1
,

其计算结果如下表所示

序序序 算 法 类 型型 入 口长度 ( L ))) 最大迭代次数 ( K 、 ))) 实际迭代次次 计算时间 ( )))t
号号号号号号 数 ( K p )))))

11111 X a , H , 且原算法法 L 于 7 111 K 衍 = 9 13 6111 11 46 333 2 4分 0 9
.

14秒秒

2222222 (按 ( 1
.

2 )计算 ))) (按原估计 K 。 = 1 6 n 2L算 )))))))

IIIIIIII L . = 2999 K 价 = 3 7 58444 60 0 000 1 2分 5 8
·

10秒秒

(((((((按 ( 2
.

1 )计算 ))) (按 K , = 1 6 n 2 L .

计算 )))))))

33333 G压cs 等改进算法法 IIII K爪 = 1 0 6 9555 4 76 555 3分 17
.

5 3秒秒

44444 ( 2
.

5 )
,

( 1
.

4 ))) 指定定 (按 ( 5
.

1 )计算 )))))))

55555555555555555555555 L * 二 88888888888888888888888888888888888888888888888888888

lllllllttttt 2 3 9 666 1分4 6
.

7 4秒秒

我我我们的改进算法法 L . = 2 999 K 爪 = 1 06 9555 13 1 555 0分5 7
.

4 6秒秒

((((( 1
.

6 )
,

( 1
.

7 ))) (按 (2
.

1 )计算 ))) (按 ( 3
.

2 )计算 )))))))

表中 t是在BI M
一

3 70 机上的计算时间
,

其中方案 5是按实际迭代次线 K p换 算 成 BI M
一

37 0机上的计算时间
.

了

||
.

|
l
l
wezl/

,占八UOC甘n甘nU/了产lo|tl|||||||||

一一

.

、、 lwss|eeeeesseeees|e|12
了

l么.甘466
XXXXXX/了了1||||11||se、

、、
、、l1|||||||||2/一 6 30 3 3 6 0 一 7 5 6 0 7 5 6 0 2 7 7 2

1 4 7 0 0 8 8 2 0 0 2 1 1 6 8 0 一 2 2 0 5 0 0 8 3 1 6 0

5 6 4 4 8 0 一 1 4 1 1 2 0 0 1 5 1 2 0 0 0 一 5 8 2 1 2 0

3 6 2 8 8 0 0 一 3 9 6 9 0 0 0 1 5 5 2 3 2 0

4 4 1 0 0 0 0一 1 7 4 6 3 6 0

6 9 8 5 4 4

,̀八nù...0口
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这个矩阵的逆矩阵是 H i lb e rt 矩阵 ` . ,

H。 == ( h i了)
,

其中h` j = 1 / ( i + j 一 1 )
, i

,

j = 1
, 2 ,

… 6
。

因此方程的精确解为

X : = 1
, X : ·

音
, X 。 =

合
, X

一专
, X

一会
, X

一含
·

我们将方程组写成下列不等式组

`一

{{)
<

一 {{)
、 1 1 、 1 1

通过解上述不等式组求方程组的摄动解
,
若取。 = 0

.

0 0 0 0 5
,

劣一= 0
。

9 9 9 9 9 5 2 3 9 0
-

x 一 = 0
。

2 4 9 9 9 8 4 0 1 8
-

x Z == 0
。

4 9 9 9 9 7 2 7 0 0
-

x 。 == 0
。

1 9 9 9 9 8 6 5 5 5
5

得解
:

x 。 = 0
。

3 3 3 3 3 1 3 3 8 9
-

X . =

在〔4〕中
,

我们将改进椭球算法用于估计线性方程组的摄动解
,

0
。

1 6 6 6 6 5 5 0 1 1
。

得到一些初步结果
。
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