
关于全纯函数线性组合及其应用

何 育 赞
(中国科学院数学研 究所 )

关于全纯函数线性组合H
.

嘉尔当 ( C a r at n) 〔’ 〕 曾推广亚纯函数奈望利纳 ( N
e , a ln i -

nn a) 学理的基本定理于此情形
.

此后有一系列的工作妈
“ 〕 ,

新近在 论 文 〔4〕
、

〔5〕 中进

一步讨论了全纯函数例外组合的某些关系并应用于代数体函数
,

获得异于单值解析函数

的有趣结果
.

本文讨论全纯函数线性组合的重值
,

给出一个较前精确的结果
,

并将此结

果应用于一类代数体函数和亚纯函数
。

1 命G = (夕
:
( x )

,

…
, 夕 p ( x ) )

,

其中夕 j ( x ) j = 1 ,
2

, … ,

P (》 2 )表一组 P个超越全 纯函

数
,

且不具公共零点
·

“ ` = a( :
,

一心)为 ,维复向量
·

如果 {
“ ` 卜卜任意 p个向量都是线

性无关的
,

则称向量组伽
` } `

二 : , : , … , 。 〔二 , 〕
是 可 容 许的

,

令凡 x( ) · “ ` ·

G 二 “

;gJ (` ) `

` ·`
·

+ a

二
。 (` )

,

如果向量组 { a “ `二 : , : ,

…
, 。是可容许的

,

贝lJ函数组合集 { 尸`(
:
) } `二 : , : ,

一
。

是可容许的
,

令数孟表 ig ( x) j 二 1
,

2
,

… P之间为齐次复系数线性关系的最大个数
.

对于每一点劣 ,

定义
u
( x ) == m a x { I n 19 、 ( x ) l }

I ` j
《 P

并置
T (

· , 。卜命I:
“ ·

(
7 。 ·̀ ,“ , 一 ”̀ ,

N , 一 “
, “ ` , 二

{:
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( o
,

F ` ) I
n ,

·

其中
” ,

碑
,

i)F 表 i(F 种于 !’ l<
`

ha
零点个数

,
.

其重级`

动
一 1者按其重级 计算

,

重 级

了》 乡
’

一 1者只计算 P一 1次
。

文〔 1〕曾证明次之基本定理
:

设G ( x ) = ( g
:
( x )

, … , g p ( x )如上所述
,

又设久 = o
,

{ F i ( x ) } e
二 : , 2 ,

… 。

数组合集
,

则有
{

q
-

(全一 P ) T (
: ,

G ) < 名 N 夕一 :
(
; ,
尸 i ) + S (

, G )
i
。 !

是可容许 的函

( 1 )

八 扮
、

、
-

二
丫 妙

,
G ) = 口( I n (

: T (
, ,

G ) ) )

于无穷级时可能须除丢 ~ 串区 间 叙 列
、

I
,

在其上 I
: ·“ · ’

d , < “
,

。 > 0
.
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今设 了(> , 一 1 ) 为一整数
,

N墓乙
:
(
, ,

F ; )表 F ` (
二
)的零点密指标

,

其重级
:
< , 一 ` “`

按重级`于算
, 。

’

当 , : `奇 ( 丫时计算 , 一 i次
,

聋̀ 叮时略去不计
·

并令 “ 二竺:
`
(一 F ` )

二

N 。一 :
(

,
·

,

F ` ) 一 N石二
、

(
, ,

F 、 )
.

注意到

“
二二:

’
(
· , F : ) 、 孚母}

N
`? · ’

` , ,
F ; ,

贝U( 1 )
”丁化为

q
, , .

、
_

q f 、 , .

+ ,

(“ 一 夕) T ( 了
,
G ) < `

耳N公,-’
, ( ’

·

尸 ` ) +

只
N , 二,l

一 ( r , 厂` ) + 5 ( r ,
G )

、

只
N
二么 (一 F ` , ·

澡
一

弃几夸
一

N ` 飞
’

“ “ 一 F` , · “ `一 G ,

、 .夕`

G下
了.、门心

+
、 .尸口

G
了.、
、

T
、 .夕`

,上一]旧一十P一艺
.q公亡

矛口、
+

、.,矛

F了
了.、

、片`
ù

1’i刀
N

9自ù
.

卜;l入“̀一+ù
,

了
..̀.ù丫口

尸沪 勺
.

,

七
`
` 日

i 1

于是得到

了`一 乡+ 2

了` + l

q
一 P ) T (

: ,
G ) < 艺

f 二 1 气招
N弘公`,

’

, “ ` , + “ `一 G , ` 2 ’

{ F` 片
二 : , : ,

… q 《沪 , ,
为可容许函数组合集

,

,名月

据此不等式有

定理 1 设 G 二 ( g
:
( x )

, …
,

g 夕 (二 ) )又设再二 0
,

今

则有

嵘: i(F )

几 r
y ` J , 二 , 、

不厂 , 上 v 夕二: `
T , r f )

二 1 一 1 l m 一~ 二石下竹~ 下石产
~

一
r “ I L了 , 妙 )

二了̀ 一 p 十 2 , : ` )

粼万万了
一“ , 一 : ( F` )成 P ( 3 )

注 1 当丫
: 二 …

= 丫。 = 下时
,

即为〔7〕中的结果
.

特别地
,

若 6班: (凡 ) = 1
,

我们称
J J
一 占

凡 ( x) 为介级简约满例外组合
,

然则由定理 1可得
,

2P 一 3级简约满例外组合不超过 2P 个

或 2P 一 2级简约满例外组合不超过 2P 一 1个
。

注 2 在〔5〕中曾讨论总亏量与数久的关系
。

时
,

必有几》 1
.

由s() 一
“ “

气书
鱼引

尸̀` , > ,

系 命 G = ( g
:
( x)

, … , 夕试 x) 和名如定理 1中所设
,

则若存在 P 一 l个
、

2P 一 2 级简约满例

外组合时
,

至多还有 P个ZP 一 3级简约满例外组合
,

即两种满例外组合总数仍为 2P 一 1个
.

( 它改进了注 1 中所述的结果 )

, 命 G , == (。 : (
x )

, … 。
二(

x 、 ` , 二 ,
,
2

,

一 , )并 设 d e , (。 ; ( , ) )“ ,
、 , ,

一
。 ` 0

.

今

“ ` 二

呵
, ·

… `协向量组 4 , ` 卜
。 J , 2、

一
, `孙 , 、

是可容许的
,

继命: F李劝
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刀
.
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_
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价
、 . 。 , 二 .I 八
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: 一
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子

’
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` ’ 灯 , ’

飞口公月

再对了求和即得

S+刀
)ù

布户
N

1)习尸
哆自一

+一1p一+二介
了̀ 一 P+ 2

”
了i + 1

一
i)P 艺

、

别
: ,

召i) < 公
q兄勺

其中

尹

S (
,
) = 公 S (

: ,
G j )

J留 1

我们令 F `

x() 表
:

以冷
二 )

,

…
,

小幻。 共零点为零点的全纯函瓤 其重级计“ :x()

j = i ,

2
,

…
,
P中最低级者

,

由于

三
、 二

, ` , ,
, j

、

一
、 , , 。 、

.

巴
, 、 T

: ; ) ,
。 j

、 、 了
丫; , , ” 、 、

分
, ` v
万
一 , L下 ’ 尸 ` ’ 飞 p` V ’ 一 “ 了 ’ f `’ 十

夕
, L ` v

万
一 , L丁 ’ “ ` ’ 一 ` v

万
一 ` 、 了 , 厂 `”

和 〔’ 〕

便得

q

( 艺
f 盘 1

其中

q P

公 N p 一 1 ( :
,
F i ) 《 公 T (

: ,
G j ) + O ( 1 )

i = l j
二 1

介 一 P 十 2

了` + 1

一 。 ;上音碧子少)

户
`一 j)G

一 N二巴: (
, ,

F , ) ) + “ (
1
)

/ 咨丫` 一 P + 2
.

、
, ` 曰

—
- - 一石

-

i 二 1 丫i + 1

p
_

”
.

、 _ _ 索
.

只
:

` N公生
里 ( 犷

,

F ; ’

( 4 )

丫 = m a X

1心 2 < q

据此不等式
,

有

定理 2 命 (。; (
x
) )。

,

,
一 , , 2

一
,为。 X p全纯函数方阵

,

且 d。` (。孟(
x ) )一

二
, ` o

,

对每一固

定汾纯函 数 组 。
二(x ) (“ = ` , “ ,

一 , )线性无关
,

且无公共零点
,

则不可 能存在可容许

向量蜜 干̀ 叭少知劝举整数竹 ( i = 1
, 2 ,

·

、 的
,

`

满足
、 ,

, ·

介 一 P + 2

丫` 十 1

沼了+ 3 气乡、 入

一 F - 气言气尸丁 ee se
` 沪

产 U

I 一 1

(幻
q名叫

其中丫= In a x
雀长

t ` j
` q

同时使得对每一固定的 `(` 二 ` , “ , … , 。 ) p个线性组 合 F : (x )
二

卖
,

叹
。
孟̀

X )
.
、

“ = ` 。
2

.

,

一 , ,按下述方“ 取相“ 乡零点
! “ ` 级 · ` , 一 ` 日“ ` 点及 重级
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相同
,

当重级 : > 人者略去不计
,

当重级 e1 〔P一 1
,

长〕时
,

只计算P一 1次
。

注 当下
; == … 二 丫。 = 沪 一 1

, q 二 2P + 1时
,

即得〔7〕中的结论
。

作为定 理 2 的 另 一个

特殊情形是
: 当了

, =
沪一 P

, 丫: 二
沪一 2 , 丫3 二 …场

二
沪一 1 , q 二 2P + 1

,

则唯一性定理成立
。

它改进了中〔7〕的结果
。

3 命
“
( x )为方程

价(劣
, u
)二 A

。

( x ) u U + … + A
。
( x ) = 0 ( 6 )

所确定的 。值代数体函数
.

我们称
:
( x) 是一般型代数体函数

,

如果 A 二 (A
。

( x)
, … ,

A
。

( x) )

中函数是线性无关的
.

应用第 1节中的结果
,

有

定理 a 命
。
( x) 为 ( 6) 所确定的一般型代数体函数

,

ia ( i 二 1
,

2
, … ,

妇为 q个判别的

复数
,

则有

(步
:

竺毓芳
工
一

1

)(T 一 , <

叠鉴绍、
’ `、 氛 ) + S (

: , u )

( 7 )

事实上
,

表示式

必( x
, a * ) 二 通

U

(
二
) a y

+

的可容许组合集
,

应用 ( 2 )于 A和砂 ( x
,

+ A
。
( x ) (云二 1

,
2

, … , 口)是 A ==
(A

`

( x )
, … ,

A
。
( x )

右 )
,

并注意到

1o T (
; , u ) 一 T (

,
·

,

A ) } ( o ( 1 )

和

N石
` ’ (

: ,

梦 (二
, 。 ` ) )

= 。 N若
` ’ (

,
·

,

便得所求的基本不等式 ( 7 )
.

据不等式 ( 7) 我们有

系 命u( x )如定理 3 中所设
,

令

1

双 一 口 i

舀二
` ’ ( a ` ) 二 l 一五石耐

( 、
一

寿(T
:

.

,

幻
’

则有

急
立不宁

““
’ `“ ` ’成” “

( 8 )

特别地
,

若成
’
(。 )

二 1
,

我们称 a为 : 级简约满亏值
,

然则。值一般型代数体函数至多

有〔炸兴头山〕个
`级简” “ 亏值

,

应用定理 2于一般型代数体函数
,

定班 4 命咐 ( x )为方程

其中〔a 〕表数 a的整数部分
.

我们有次之定理

功, ( x , : , , ) 兰 ”二( x )
,̀

:
+ … + A孟(

x
)
二 o “ ` , U

所确 定的一般型代数体函数
,

且设 de ` (A :x( ” ` ,

j
. 。 , : , …

(了
二 0

, , ,
幸 0 ,

( 9 )

则不存在口个复数 ia
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1
, 2 , … , q )和 q个整数

: `( ) 。 )满足

丫` 一 刀 + 1

价 +
.

卜
’

一 (
。 + z )竺李琴

一

v
> 0

r 十 1
( 10 )

q艺户

其中
: = m a x

(
, ` }

,

使得。 + l个代数体函数对 q个
“ ` ( i = 1

, 2 , … ,

的按下述方式取相同的值
1` i < q

点
.
当重级 1 (

。
时值点节重级相同

,

当重级 : > i1 时不计
,

而当 : 。〔。
,
介〕时

,

只计。次
.

4 关于亚纯困数南第二基本定理〔幻中曾有一个推广
,

即特征函数以取值 低级的

亚纯函数的密指标来界囿
,

本文应用全纯函数线性组合的结果
,

简单地得到一个在牵涉

靛值时的一种推广
。

定理 5 命 f (x) 为 }xI < oo 亚纯的函数
, 甲 :

( x)
, … ,

心
, 一 :

(对是 P 一 1 个线性无关的亚

纯函数
,

它们不具公共零点
,

且满足

T (
, , 甲 s ) = o 〔T (

: ,

f )〕 了= i , 2 , … ,
P 一 1

.

( 1 2 )

继命

, , 、

七 “
_ ,

华` L义 ’ 一
异

, “ ,甲`、 尤 ’
.

2
, … , 口

。

设 {。 ` }`
一 , … 。 是可容许向量组

,

其中
a ` =

(
。

{
, … , 。

弘
一 , ,

一 1 )
.

则有

(靶
一 P + 2

丫f + 1

一 。 一 。
( 1 )
)

T (
· ,

* ) <

户
,

立

群
N ;

1

`一 上
一 ~

_

、

f 一动 f
`

·

(户
:艺
孚锐全)

N认
!

, ,

f ) + S (
;
) ( 12 )

其 r户丫二 m a x <丫i }
.

1 ` i ` q

证 首先可以找到全纯函数 , ( x) 羊。 ,

满足 T (
, , 甲 )

= 。 〔T (
, ,

f〕
,

使得甲钊 ( j = 1 , 2 ,

…
,
p 一 l )是全纯函数且不具公共零点

.

令中 (
x
) f ( x )

= 习 , ( x ) /夕 (
x
)

,

其门
, 刀尹 ( x ) 和 夕(

x
)

为不具公共零点的全纯函数
,

继令G = (夕
:
( x)

, … ,
g抓x)

二
( g切甲

, , … , g 甲甲 p 一 , ,
g刃 易知

它是一组 p个线性无关的全纯函数
,

且不在同一点取零为值
。

事实上
,

如若不 然
,

存在

e j o C ( j 二 l
,
2

, … P ) 艺 !
e z l手 0

,

使得

e : g 、
(
x
) + … + c p g p ( x ) 兰 0

,

( 13 )

分两种情形讨论
,

i) 若伽
二 0

,

则 ( 1 3 )成为

其中

这与

c : g ,
(
x
) + … + 。 p 一 , g , 一 :

(
x
)二 0

乞
,
一
。 , ! , 。 ,

由于 , 。 , 。 ,

从而

j
儿 1

e ;中 ,
( x ) + … + c尹 , :甲尹 , :

( x ) , o

中 :
( x)

, … ,
中p 一 ;

( x) 是线性无关的假设矛盾
.



中 山 大 学 学 报 1 9 8 2 年

11 ) 若
c p手 0

,

则 ( 1 3 )能写为

z 、 亡 , , 、

g 刀叹x ) = 一 廿
一

9 1气万 ) -
(

一

I )

从而有

f (
x
) 二

这与条件 (僻互矛澎
:

一黔
,

gP 勺“ ’

一

粉。 一
(x)

扮
二

_ .

刃

现令 F “ · ,
=

户
: ·

;
。 ,`· ,

,

容许函数组合集
,

应用不等式 ( 2 )便得

一 i (分= 1
,

…
, 。 )

,

由假丧( F ` ( : ) }是可

(

户
:

气黔
一 。 ): (

· , ` )

镇气黔
、 、:

:

(
· ,

; `
卜去(

· , ` )

但知 ( ’ 〕

T (
?

·

, a ` / g k ) < T (
, ,

G ) + O ( i )

特别地
,

对 k势 P我们有

T 一̀ ` , · 丁`一乳
, “ ,̀ T`一 g , / g 。 , + , 一̀ 甲“ ,

提 T (
, ,

G ) + T (
r , 甲掩) + O ( z )提 T (

: ,
G ) + o 〔T (

, ,

f〕)

即有

(卜 o( l) )T (
, ,

f) < (T
: ,

)G
·

’

川
` .

_
一 ’

另方面
,

由于 F i(
x )和

F梦(
x ) = r `(二 ) / , (二 )。 ( x ) · 。

{
, ,

(二 ) + … + 。

弘
一 : , , 一 :

(二 ) 一 f ( x )

二咖 (劝 一 f( x)

的零点有次之关系

N梦了
! `一 “ ` ,` N梦几丈

·
“

.

六
一

, + “ ,才
! `犷;告

, + N梦才
1`一

` N ,二
! `一

六
.

) + N笠
1
(一 ` ,+ ·〔 T`一 ` ,〕

结合上述诸式便得 ( 1 2 )
。
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