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摘 要

木文伏弯曲时空的支克斯威方程出发
,

发现在引力波的作用下
,

电磁场的
.

连动类似丁 一

又迫振劝
,

振动力与引力波
、

常数电磁场和反向传播的电磁波有关
,

而与同向传播的电磁沁

毛关
.

文准给出 J
’

儿种不同情况下方程的解和
`

已们的物理效应
,

最后讨 ;仑户叮洪探测的能讹

代争
.

利用引力波对电磁场的作用
,

直接地通过电磁场的变化来探测 引力波
,

一

可望避免对

韦 伯
,

型天线微弱振动检测的困难`
·

因为电磁场在受引力波作用后将被诱发放 出自己的部

份能量
,

使可供探测的能量比机械天线为高
.

怜有一些作者对引力波的电磁探测进行过讨论 〔 `一 6〕 .

L
.

P
.

G r is hc h u k
,

A
.

G
.

P 。 In a -

r e v 对此有过很好的评述 〔 ?〕 .

本文从弯曲时空的麦克斯威方程出发
,

发现在引力波的作

用下电磁场运动相 当于一受迫振动
,

受迫力与引力波
、

常数电磁场 以及反向传播的电磁

波有关
,

而与同向传播的电磁波无关
,

文章还给出了在各种情况卞运动方 程 的 解 以及

相应的物理 效应
,

最后讨论 了可供探测的能量的大小
。

一
、

场 方 程

选 用高斯单位制
,

一个引力场与电磁场共存系统的场方程为

R 。

一合
。 , · R -

g y久 F ;: v ;久 = O
。

8万 k
c 4 T 尸

v

( 1
.

1 )

( 1
.

2 )

其中
一 刃琴(

。 。 a : ; 。 ;
, 。 一

粤
, ; , 。 p ; 。 。 ·

: p 。 : ,
,

、
任了` 、 任 户

( ]
.

3 )

F 料 , ; 久

场方程 ( 1
.

1 )
,

= 日通 F “ , 一 乙
; _

了
“

飞:
.

( 1
.

2) 有明显的物理意义
。

引力场引起时空弯曲
,

引力场对电磁场 !、勺

本文1 9 83年 9月收到
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作用 通 过 弯曲时空的电磁场方程 ( 1
.

2 )反映出来
,

而电磁场的能量一动量张量 ( 1
.

3 ) 在

引力场方程 ( 1
。

l) 中作为引力场的源而影响弓【力场
。

注意到方程 ( 1
.

1) 右方之系数 8二掩c/
`
是~ 个小最

,

因此纯粹电磁场所产生的 引 力效

应是很小的
,

我们忽略它
,

方程 ( 1
。

1 )
,

( 1
.

2) 可简化为

J R。 , 二 o

二
( 1

.

4 )

{ 口
v
, r ; v ; , = 0

.

( 1
.

5 )

又因为 F , , , = 口; A
, 一丙 A , ,

所以自然满足毕安基恒等式

F o v , a + F a , , , + F
, a , 。 二 0

.

( 1
.

。 )

考虑一弱引力场
,

在弱引力场中时空度规是
“
近欧基里德

”
的

,

即

。 ; , = 。
二:

, + h , , + o ( h
,
) ( 1

.

7 )

其 中人是由引力场决定的小修正
,

把 ( 1
.

7) 式代入 ( l
。

4 )式
,

并选择一定的坐标条件
,

可得

口而“
, = 0

.

( 1
.

5 )

其中口为达朗贝尔算符
,

方程 ( 1
.

8 )是一般的波动方程
,

最简单的解就是单色平面波解
,

对沿 x轴正方向传播
,

频率为。 的平面波
,

可以证明不为零的分量仅为 〔幻

, 2: == 一 *
: , = R。 〔注

, 。 i 等 (
c t 一 二 ) 〕

( 1
.

9 )
、

h
z。

即引力波为横波
,

== h 3 : 二 R e 〔月
二 e ’

了 (
c t一 x ) 〕

。

波的极化由r Z平面内二阶对称张量所决定
,

且张量迹为零
。

因 此有

引力波时
,

时空度规为

0

1 + h Z z

h a:

0

0 0

h: 。 0

1 + h s: 0

0
一

1 { ( l
。

1 0 )
`

了了了..垦可、、

=,料g

其中 A
+ ,

A
二

为两个独立偏振态的振幅
。

把 ( 1
.

10) 式代入 ( 1
.

5 )方程
,

得到引力波存在时的麦克斯威方程
:

g 七2 尸
l : , : + 夕之3 F : 2 , s + 9 5名尸一a , : + g 8 B F : s , 3 + 夕` 4

F l一 ,一
9 1盆 F z x , 一+ 夕 3 2 F : s : : + 夕, 8

F
z a ; a + 夕4 4 F : 一 , ` 二 0

夕“ 凡
` , , + g ,名

凡
: , : + g 2 3

aF
: ; : + 夕“ F : ` ; . = 0

习盆 I F川
: + g 2 2

F 一: , 2 + 夕 2 3 F 一: ; ` + 习 3 2 F 一 s , 2 + 夕3 3 F川
3 ==

( 1
。

1 1 )

一般可以认为两个偏振态的振幅近似相等
,

A
, 二 A

二
二了

.

引入记号 ` =
一

杏
一

` 号
一

isn 铆
ct 一 `

)
,

当只考虑平面解
,

即瓦巍
为 x , ` 的函数

时
,

方程组 ( 1
。

11) 简化为
d一 E I = 0

.

口` E : + 口: B : 一 Z At〔 (B
: 一 B Z

) 一 ( E
: + E 。

) 〕 = 0
.

口; E : 一日: B : 一 ZA!〔 ( B
: + B :

) + (丑
: 一 E :

) 〕 = o
,

口I E ` == 0

( 1
.

1 2 )
、

( 1
。

1 3 )

( 1
。

1 4 )

( 1
.

1 5 )
,
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而毕 安基恒等式写为

口
`
B : = 0

.

口
;
B

z一 口一 E 3 = 0
.

口一 E Z + 口
` B s = 0

。

口一 B x = 0
.

(1
。

1 6 )

(1
。

1 7)

(1
.

1 8 )

(1
。

1 9 )

由方程 (1
.

1 2 )
,

( 1
。

1 5 )
,

( 1
。

1 6 )和 ( 1
。

1 9 )可见 E ; ,
B ,必为常数

。

即沿引力波传播方向的电磁场分量不发生变化
。

而垂直的横向分 量 则 满 足 方 程

( 1
.

1 5 )
,

( 1
.

1 4 )
,

( 1
.

1 7 )
,

和 ( 1
.

1 8 )
。

二
、

受 迫 振 动 的 电 磁 场

引入一个求解的微扰方法
,

把 E
: ,

E 3 ,
B

Z

和 B
3

按h的数量级展开
:

` O ) ( 1 )

凡 二

凡
十 E + 0 ( h

Z
)

。

+ o ( 11
2

)
.

+ o ( h
Z
)

.

(3(2 (

BE十+

n甘0盛U(3(么(

EBE
: 二

B Z 二

B 3 = B
3 + B 。 + o ( h

,

)
.

其中E ` “ ’
表示 h的零级项

,
E “ ’

表示 h的一级项
,

代入方程 ( 1
.

2 4 )
,

( 1
.

1 5 )
,

( 1
.

1 7 )和 ( 1
.

1 8 )

中
,

显然零级项满足方程

口E
1

。 1
= U ;

一

厂

`

日B 口E

+ 一孤万

J B ( 0 )

口t 口x
一 二 O

。

口E
l

口五 i
。 ’

( 2
。

l )

c 口t o x
= 0 ; = O

。

+

0(3ù二̀

B
ū

口a
1人一C

这是一般形式的波动方程
,

有一静场和频率曰
。

的平面波解
。

( 2
.

2 )

/

…
l
we
.

l/、

…

E ;
。 ’ 一 a 。 + a e o s k

。

(
c ` + x ) + b s ` n “ 。

( c ` + x )

+ a 尹 e o s k 。
(
c r 一 x ) + b尹 s i n k

。

(
c : 一 x )

.

E ;
。 ’ = c 。 + c e o s k。 (

c , + x
) + d s` n “ 。

(
c` + x )

.

+ c 尹 e o s k
。

(
c t一 x ) + d矛 s i n k

。

(
c t 一 x )

.

B ;
。 ’ = e。 + c e o s k

。

(
c ` + x ) + “ s` n “ 。

(
c` + x )

一 c 产 e o s k。 (
c t一 x ) 一 d 尹 s i n k。 ( c r一 x )

.

。 ;
。 ’ 一 。 。 一 a e o s

k
。
(
c` + x ) 一 b s ` n “ 。

(
c` + x )

+ a 尹 c o s k。 (
c t 一 x ) + 吞

尹 s i n 掩。
( c t一 x )

.

其中。 。 , ` 。 , c0 , g0 为一组静电磁场
, 。 ,

b
, c ,

d为沿 x轴负方向传播的电磁波振幅
, 。 ` ,
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0̀
了z

产

(2

屿E夕
, ` 产 ,

d产为正方向传播的电磁波振幅
,

而 k
。 =

一级项满足方程

了了.、、

一

产...̀口E ;
` ’

口B ;
` ’

十

J 1 d X

二 ZA
1ùC
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1

;
”
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”
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+ : ;
。 ’

)
一
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:
;
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)
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(
·
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”
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.

( 1 )

生
C
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.

3 )

己B

口
= O

。

叙口 l

呱
J B

1 ;
” ”衬

”

e J t
+ ,

U 劣

把零级解式代入后
,

方程组 ( 2
.

3 )相应的二阶偏微分方程为

口
2
石 ( l )

口t之

口
Z
E ;

”

口x Z
= 了 k Z e o s k (

e t 一 x
)

·

〔a + a e o s k
。

(
c z + x

) +
r s i n 掩

。

(
c , + x

)〕

一
了九介

。 5 i n九(
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)〔a s i n 九̀ (
e。 + x

)’ 一 T e o s介
。

(
e : + x )〕

口
“ E
;

` ’

d t Z
二 了 k

Z e o s k (
c t一 x )

·

〔夕+ 拼 e o s k
。

(
c r + x ) +

v s i n k
。

(
c t + x

)〕

k
。

(
c t + x

)
一 v e o s k

。

(
e t + x

)〕
( 2

.

4 )

人
X
口

口Z B〔 l )

一 了 k k
。 5 i n 寿(

c t 一 x
)〔祥

s i n

口ZB ( 1 )

J t Z
= 一 了 k

Z 。 o s k (
e t一 x

)

口
Z
B ;

”

口t Z

·

〔夕+ 产 e o s k。 (
e t + x

) + v s i n k
。

(
c r + x

)〕
、

一 了 kk
。 s i n k (

。 t 一 x ) 〔产
s i n k

。

(
` t + x

) 一
, c o s掩

。

(
。 t + 汾 )〕

口ZB ( 1 )

一 。户
=

` k
, e o s k (

c

卜
二
)

其中 a 二

卜
a =

T 二

拌 =

V =

·

〔 a + a o o s k
。

(
、 t + x

) +
: s i n k

。

(
e t + x

)〕

+
`

了 kk
。 5 i n k (

c z 一 x )〔a s i n 吞
。

(
c t + x ) 一

: e o s k
。

(
c z + x )〕

.

一 a 。 一 ￡。 一 e 。 十 g 。 。

一 a o + c o + e 。 + 9 0 。

一 2 (
a + e

)
.

一 2 ( b + d )
.

一 2 (
a 一 e

)
.

一 2 ( b 一 d )
.

这是一组强迫振动方程
,

强迫力由E ` 。 ’ ,
B `。 ’

中的常数场和 反向传播的电磁波决定

而与同向传播的电磁波无关
.

即探测电磁场在引力波作用下发生一受迫振动
.

如果探测
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场是与引力波同向传播的电磁波
,

则不受 引力波的影响
.

三
、

几 种 探 测 场 的 讨 论

1
.

探洲场为一与引力波 反向传播的 自由电磁波

设探测场为沿负
x
轴方向传播的单色平面电磁波

,

即

{
0 ’ = 二 。 0 5 左

。

(
c : + x

) + b s i n 九
。

(
c ` + x

)
.

E ( 0 )

B ( 0 )

= : C o s k
。

(
c t + x

) + d s i n k
。

(
e t + x

)
.

= E ( 0 )

3

二 一 E ` 们

( 3
.

1 )

佃!ó
.

1

n`六̀」

B!
七
、

于是 E
;
” , “ :

” ,

B ;
` ’和 B川

口B

满足下列方程

+

而又一
“姓 〔a C o s “ 。

(
c ` 十 x ) 十 T “ `n “ L,

(
` ` + 工 ) 〕

·

一

形二
一 2 , 。, c 。 s 、 。

(
〔

一
)

一
“ 。

`〔、 二 , 〕
·

( 3
。

生
`

口刀二
` ’

1
石

—

一
, 门

C 口t

“ E
;
` ’

一瓦厂 = .0

“ ;
”

口x 二 0
·

E一日E一丑口J一
魂口一日

方程组 ( 3
.

2 )是一非齐次线性方程组
,

其解是相应的齐次方程的通解了石 “
与非齐次

方程组一特解之和
,

即

E (1 》 = 了 E 扩 + 厂
” .

B ( 1 ) = 了 B护 + B 价
.

假定当 t> o时引力波出现

{!
` “

:
`
气了

E三

{ ( `
B

梦
{\

(`
B梦

+ E :

故应满足初条件

) }
, . 。 ’ 。

·

` “
二) }

卜 。 -

` ’
: ) !

卜 。 -

` ”
了) }

卜
。 =

( 3
.

3 )

经过一些复杂而不困难的计算
,

就可以给出方程组 ( 3
.

2 )的解
, 当引力波频率 与 探

测电磁波频率相一致时 ( 。 = 。 。

)
,

解有较简单的形式
,

为节约篇幅
,

我们只写出 此种

情况下的电磁场表示式
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、石
J口棺

下主OU

几 ·

式
。 ’

+ — 号4翔
`压

8介

e o s Z九
。

(
c r一 x

) +
5 in Z壳

。

(
c t一 x )

、山
J

一
.

匀了主ùn6

+ 一斌一

l

e o s Zk
。

(
e t+ x ) + 5 in Zk

。

(
。 r + x

)

(D
: 5 i n Z。 。 t + e : e o s Z。

。 t )
。

瑟一
2“ 。

`· `一 , +

盆
S`· 2“ 。

`· `一 ,

肠.1一
.

翔
.

匆
、

1一曰U门“ C一 J组
J从月

E
3 =

或
。 ’ +

十 — ,. 一

8掩。

4 k
。

D
. ,

c o s 艺R。 叹“ ` + 义 ’ +
一

兹孟一
s ’ ” 乙R O L“ + 尤 ’

(D
, 产 5 i n Z。

。 z + c , / e o s Z。 。 t )
.

B
。 = B

《 o )

山 么
+ 一

二
一

乍一

8九。
Zk

。

( “ 一 ` )一斌
D

l

5 i n Zk
。

(
c t 一 x )

、

。

九
,1

OO
+ 一

- e o s Z k
。

(
c ￡+ x

) +
D J

s k
o

5 i n Zk 。
(
c t + x )

B
。 · B ;

。 ’ -

4 k
0

亡1

s k
。

一

( D
,

一 C O S

5 i n Zk
o x + e l , e o s Zk

o x

Zk
。 刀 l

(
“ ` 一 `

) +
一

斌
5 i n Zk。 (

e t一 x
)

5 i n Zk
。

(
c t + x

)几一k8e o s Zk 。
(
e t + x

) 一
卜

l一,佗C一a

其 中

1
,

。
+

~

一
~

土一 一 ( D
.

4 k
。 、

一
`

c , = 一 2了 k
。

(
a + c

) ;

c : 尹 = 一 2了 舜
。

(
a 一 c

) ;

5 i n Zk
。 x + c , e o s Zk

。 x )
.

D , = 一 2了 k 。
(西+ d )

,

D 、 声 = 一 2了 k 。
( b 一 d )

.

所以一传播方向与引力波相反
,

频率相等的电磁波
,

在引力波的作用下将会叠加上

一个了级的变化
,

其中包括一沿正
x
方向和 负x方向传播的倍频电磁波

,

对电场分量还包

括一频率为 2。 。
的交变场

,

对磁场分量则是与空间坐标有关的定 常变化
,

所有这些变化
,

是具有十分明显的实验效应 的
。

2
。

裸洲场为一驻波形式的电磁场

沿 x 轴垂直放置一对距离为 L 的平行金属板
,

在金属板上 ( x = O
, x = L ) 必 须满足

边界条件

D
。 = 4万 a

.

才 4万 丫 。 。

入 0 = 一 J , 刀 n = U
C

( 3
.

4 )

tE一
刀了才...少`

l

当电磁场仅为
x , t函数时

,

满足上述边界条件的驻波解为

= 一 2沙 e o s 田 o t s i n k
。 x

-

= Zb s i n o o t e o s k
。 x .

一

衅
, = 0

.

ok ·

等
,

” =

1,2 ,’’ ~ ”

( 3
.

5 )

00023(((3
EBB

讨论一特殊情况 , 调节金属板的距离 L
,

使探测场的本征频率与引力波的频率相 等
,

则满足初始条件和边界条件的解为
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几 =

或” +

宁一
`· 2。 。

“ · o , Zk
o x 一 , ,

·

E 3 = 了 b

2

s i n Zo o t (
e o s Zk

。 x 一 i )
.

}
。

了 b
{ 力

, =

{
_ 一

二
、

又马
=
气

一
`

s i n Zk
o x

(
e o s Z。 。 t 一 1 )

. ( 3
.

6 )

了吞
2

5 i n Zk
o x

(
e o s Z。 。 t 一 1 )

.

这组结果表明电磁驻波在引力波作用下叠加上一个了级的变化
,

其中包括倍频的驻

波
,

对电场还有一倍频的交变场 ( 、 s in Z。
。 t )

,

对磁场分量为一倍频随空 间坐标 变 化

豹定常场 ( ~
s in Z帆x )

,

特别是 E 。 ,

几分量由零变为非零
.

3
.

探测 场为常数电磁场

即探测场为

《
。 ’ 二

在引力波作用下
,

a 。 ,
E ;

。 , 一 : 。 , B
;
。 , 一 己。 ,

; ;
。 ’ 二 。 。 .

电磁场的变化为

二 1
_

,
_

3 , _ _ L , _ ,

乙 交 = a n
一 — J 犷 “ 一

呜

缪 a C O S 凡 吸̀ 乙一 X ) 一
4 8

李了
。 5 i n k (

c

卜
x
)

1
_

,
_ _ _ _ 。 , _

二
、

.

1
十 —

`
堵 “ C 0 5 付 t 〔,

不十 X ) 十 一
4

”
4
了 k a

(
c r + x )

5 i n 左( c卜 x )

.

二 1
十 夕 ;

一 ,
一

。
- 一

二 、

石忿么 2 Ln
`
一 1 )

了
a e o s n 左(

c t 一 x

E
3 二 C 。 一

含`
“ -

奢`
“ 。 。 s k `“ ` 一 x

,一 晋了夕
5 i n掩(

e

卜 x )

+

专` “一 “ (
·` + X

, +

;`
““ `·` + X

,
S` n “ “ `

一 ,

+

氯
一

2 (
。 2

七
、 ) ` “

一
“ (

·
卜

·
)

.

Z二 一 +

奋` “ +

号` “ 。 。 s “ `· `一 , + 一

争
一

` “ · ` n k (
· `

一 ’

+

奋` “ 。 。 S k `· ` + X
, 一专`

“尽 (
· , + X

)
s` n “ (

`
卜

x
)

一爹` “一 “ `·`一 , +

拿
2

示井
j )
一
` “ 。 。 S · “ `· `一 ,

·

f|| /
11

!l

……
?

J

I

B

ó

11;l

B 3 “ g
。

一
了

a 一 立
8
`

a “ o , “ `“ ` 一 x ,一令
一

`
a , `n k`“ ` 一 x

,

一

专
,

了 a 。 。 S “ (
`亡+ ` ’ +

一

夸`
k · `· ` + X ,

· ` n k`“ `一 ,

L

、 。 。 。 。 、 (
。 ` 一 义 ) +

云下厂孚一
- , 。 。 。 、 ,`* (

。
卜

二
)

湘 = 2 ` k儿
-

一 l 夕

,土ùQ自

+
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其 中
a = 一 a 。 一 c 。 一 e 。 + 夕。 ,

夕= 一 a 。 + e 。 + e 。 + g 。

从解 ( 3
.

5) 可 以看出
,

常数电磁场受引力波作用后会叠加上一个了级变化
,

其中包

括一常数场以及频率为。 的沿 x正方向和负方向传播的电磁波
,
特别值得注意 的是 在 与

引力波同向传播的电磁波的振幅中包含因子 ( ct + x)
,

由于条件 ( 3
.

7) 是在有限空间 中成

立
,

·

而且引力波作用的时间是有限的
,

所以 ( ct + x) 是一个有限的因子
,

并表示随 着 引

力波的作用时间增加而增加
.

四
、

能 量 密 度

能量密度

T
4 4 二 4

二(
。 “ · F

4 p F
4· +

奋
。 p ` 。二 F 。 · F ,

·

)
.

( 4
。
1 )

·

由于 ( 1
。

1 0 )式
,

上式可写为

T 4 4 =

么 {(
E
:

+ B
: )

+ ” 2 3

〔(
E :

一 E
:
一 ZE Z E

a

)
一

(
“ :

一 B:
一 ZB 么B。

)〕蛋
( 4

.

2 )

因为在引力波作用下电磁场都表示为
。

E = E ( o ) + E (二 )

所以 ( 4
.

2 )式可写为

B = B ( D ) + B (二 )

+

心
’

T ( 。 )

其 中 T

几
。 = : ;:

’

8

卖(
E
:
” “

.

+

可
。 ’ “

)
,

是探测场的能量察度
,

T ;了
’
是在引力波作 ” ,下产生

的
,

它可以写为

叮
’ 一 ` M +

, M

例如对探测场为驻波的情况
,

有

对 = b
,

{ 。 。 、 。 t 、 i。 加
5 1。 Zo t ( l 一 c o s Z; x

4万

+ s i n o t e o s k x s i n Zk x ( 1 一 c o s Zo t )
一 Zk s i n k (

c t 一 x ) (
e o s 么。 t s i n 名 kx + s i n

Z o t e o s Z

k
x
) }

。

b
Z ` 1

J、 = 弓 花二 5 1 11 一
艺田不 t C O S 艺R X 一 1 )

“

4兀 忆 乙

+ k s i n k (
c t 一 x ) Zo t e o s o t s i n k x

(
e o s Zk x 一 1 )n

9一4产̀、

+ 5 i n Zk x s i n o t e o s k x (
e o s Z o r 一 1 ) 〕 }

。

引力波的能量正比于振幅平方 ( ~ ,
,

)
,

现在 : ;;
’
含有更高的项

,

其原 因是 它 包

含了在引力波作用下电磁波辐射出的能量
.
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