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摘 要

本文对交换环 R与其自同丙群G 的交叉积刁(左
, ` ) 的中心的元素

,

形式
,

然后在艺( R
,
G )是可分的 L 6 一代数的假设下〔五 c是 G的不动环 )

,

一个判别准则 . 还对R对G的中心的元素的幂等 G al io s扩张进行讨论
,

给出一个具体的表示

给出 G a l o 三s 扩张的

并取得了一些结果
.

马l 准 备

自始至终
,

R是一个有单位元1的交换环
,

G是 R的阶数为
n
的有限的自同构群

,
R “
是

G的不动环
.

R一代数 A你为中心的
,

如果 A是忠实的R一模且 R
·

1是 A的中心 . R一代数 A 称

为可分的
,

如果存在 笼为
, , 跨 A li = 1

,
2

,

…
, 。 杏

,

使得

种 付 N

艺 x `梦i == 1
,
艺 x x i⑧甘` = 艺 x i公 g `军 ,

犷 x o A
` , 1 ` , 1 1. 土

这里的公是张量积 Q ` , 中心的可分代数叫做 A z u m a y a代数
。

设 S是交换的忠实的 R一代数
,

K是 S的有限的自同构群
。

我们称 S是 R 上 的 G al io s 扩

张
,

如果满足
:

( i ) S` = R
,

( s 盆是 K的不动环 ) ,

( 11) V l手 a o K
,

由 毛x 一 。 x l农 S } 生成的 S为理想 I 。都等于 S
-

务2 正 文

先考察交叉积刁(R
,
G )的中心 .Z

定义 设 R是有单位元 1的交换环
,

G是R的有限的自同构群
,

! G I = : < OO
,

所谓 R与

G的带平凡因子组的交叉积
,

记为刁(R
,
G )

,

是指有自由基 毛U司此 G 卜的 R一自由模

刁 ( R
,
G ) = 艺 R U 。

它还具有如下规定的乘法
:
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(艺
r ` U a ` )

·

(艺
r , U。 , )气月

了 i“ ` (“
,
)U a i口 ,

万 , J

不难验证
,
取 R

, ` )是一个不代数
,

单位元是 U ; ,
我们以 Z表示取 R

,
G )的中心

。

由于 IG ! 二
”

< OO
,

,

故G可表为有限个两两互不相交的共扼类之并
,

即

G = C : U C: U … U C。 对某正整数 k
,

其中C伪共扼 类 ( f == 1
,
2

,

…
,
k )

,

C 。 门ct = 价
,

V : 笋 t
.

对于每个共扼类ic
,

我们选定一个代表 ig o ic (` = 1
,
2

,

…
,

k)
,
这样

一来
,

C ` = { 口` G }〕 r o G使得 a = : 夕i厂 ’
}

我们约定C : 二 笼1 }
,

这里为 1是 G的巨等同构
,

因此 g : = 1
。

我们还将使用下列符号
.

岛表示由 {
r 一。 (

,
) I

, e R } 生成为R的理想
,

特别记 I ` = 1 9 ` ,

J
口
表示几的零化子

,

特别记几 = J厉
,

心表示
。在几中灼不动子集

,

特别记
’

`
_

J笋
= J ; :

我们有下面的

定理 1 二 Z 当且仅当
.

丸
x = 艺 艺

` . 1 0 ` C
.

.

:
(

r i ) U 。

其中 ( 1 ) 。 = : 。 i T 一 ` ,

( 2 )
r 。̀

,梦
` (̀ == i ,

2
, … , 。)

.

证明 设
x o Z

, x == 习
, 。 U。 。

V , 。 R
,

冲
r ; a = , o 口 (

:
) V 叮` 0

.’. 了口。
J
叮 。

认
一

V认
,

由“ z幼舔
` = x

体井

由
r x = x r

井 习
, , 口U 。 = 习

, 口 U 。 ,

绮
r a

(
r 一 a (

,
) ) = 0 丫 a o G

艺
丁

(
r 。

) U
:

U 斌 = 叉
, 口 U o U

r

这样一来
,
当

r ig = 。 1对某a 时
,

我们有

a = T g i r 一 ’
与 U

;
U 夕s = U o U

,

绮 了 (
: 9 1 ) = , a , a o C `

特别
, 9 1(

: 9 1 ) == : 9 1,

即
r g i o J ` 9 1,

记 r i = : g 。

于是
乙

, 一

周篇:卜)外

.

.互

…
,

口一
.

-
J rō

,八

右:口犷
t

其中 。 = : ig : 一 ’ ,

反之
,

设

k
x =

丹履万(
了` ) U a

月

其中

( i ) a = : 夕i: 一`
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` (` = 1
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2
,

…
, 。 )
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先证 摧 二 x : V er R

为此
,

注意
:
由

, `叮笋二 J
,及 J `是 , `的零化子可推得 rR `二 J `“ ` .

儿
` x “

哥称
`犷`’ “ ·

民 疚

` ’ =

戳孕
`了`’口“ =

燕盈
`了` ’ “ `了’ U。

r
(

r i )a ( r ) = 丁 (
: i ): 夕 i: 一 ’

(
r
) == :

(
, i (夕` ( : 一 ’

( r ) ) )

== :
( 9 1 (

r i ) (夕` (:
一 `

(
r

川
== , ( 夕̀ (

r `: 一 `
(

,
) ) )

二 : ( : 一 ’
( r )

r i ) = : : 一 ’
(

r
) r (

r ` ) == r : (
r i )

.’. 7劣 二 X r

再证 琳
x = x U功 V 批 G

瓦 k

U` ’ ”

戴柔
` U `’ ` r ` ’ 口一 燕砚“ ’ `’ `” 口` U 。

儿

心
=

戴盈
` (

犷` ) U。

琳

对于给定的 a ,

必存在价 使得

叻a = 动功 从而 劝= 劝口犷
`

乡功与口同属一个共辘类
, 以及 盯刃

。 = U叻U诊

当口 。
C i时

,

价
。C i

U功x 中U价U 口
的系数为功( r (

r i ) )
,

其中有

a 二 r g 了̀一 1

由于价= 劝口犷
` = 功: 爪 f 场

一 , = (价r )乳伟动
一 ` ,

故 x U `中 U、 U 价的 系 数 是 (价约 ( ir ) ==

价(议介 )
,

恰好等于 U好中 U诱U c
的系数

。

.’. U功x = x U价

综合起来得

骨aU x) 二 `

臀几
)

.’. x ` Z
。

引理 2 如果乙(R
,
G )是 A z u m a y a OR

一

代数
,
则左是砂上的 G a l o i s扩张

.

证明见〔4〕的定理 .2

推论 3 设刁( R
,

G ) 是 CR 上可分代数
.
如果 V ` = 2

,
3

,

…
,

掩
,

石有 非 零 因子 的 元

素
,

则 R是 R口上的G
a

l
o i s扩张

。

证明 iI ( i == 2
,

…
,

幻有非零因子的元素

峥 J ` = 毛0 } i == 2
,
3

, … ,

吞
-

、 理
= 毛。 卜 =1 2 ,3

, ”

二
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,
, ( ,了

` ) = { o } v : 。

“
二 2

,

…
, 。 ,

片 Z == R ` U
一
当 R G .

所以或 R
,
G )是 A uz m a y a R气代数

,

从而由引理 2 即得本推论
。

推论 4 设或 R
,
G )是 R c

上可分代数
.

如果 R是整环
,

则 R是 R口上的 G al io s扩张
。

证明 因整环的非零理想必有非零因子的元素
。

现在
,

我们来讨论一些关于 G的中心 C (G )的元素的问题
。

引理 5 如果 g i o C ( G )
,

则 1 1是 G
一
不变理想 (即 V 。 。G

,

均有叮 ( I ` ) = r `)
。

证明 V 决G

0 〔s
(

r 一 9 1 (
r
)〕 = a (

s
)〔a (

r
) 一 夕 I’ ( a (

,
) )〕

。 1 1 号 s , r o R

片 a ( I ` ) 9 1 ` 神 口一 ’
( I ` ) 9 1 `片 I `g a ( I一)

。

... 叮 ( 1 1 ) = 1 1 V a o G

定理 6 如果夕i o C ( G )
,

则 1 1〔刁(R
,
G )〕是刁(R

,

G )的理想
.

证明 由引理 5
, a ( 1 1 ) 二 1 1

片 U 口 1 1 = 口 ( I ` ) U 。 = I I U 口 V U 。
井 〔刁 (R

,
G )〕I ` == 1 1〔刁 ( R

,
G )〕

.

定理 了 如果或 R
,

` )是可分的 R
G一
代数

,

从。 C ( G )
,

则

( 1 )
刁( R

,
G )

I `〔乙( R
,
G )〕

是 A z u m a y a
二圣上纽边达迢旦

_ 祥粉

I `〔乙 ( R ,
G )〕

’ “

~

( 2 ) J .I = R e ,
1 1 == R ( 1一 e

)对某幂等元素
e o j i g i使得R = J i田 I `且R g i = R e + R夕 i ( 1 一 e

)

= R
e + ( R ( l 一 e

) ) 9 1

( 3 ) J 1 9 R g i

证明 ( l) 是文〔 3〕的第二章命题 1
.

11 与定理 3
.

8的直接推论
.

( 2 ) 由于

又由

从而有

—
一 一 刁 r R

.

C 、

一
. ,

_

r 一 g “ r ) == o 位
`

万〕丈灭不万
~

井 尹 = g “ r ) 丫 1 `盆 ,

U g `: = 夕* (
:
) U , `井 U。` , =

孤万“ , ,

U口 i尹 == 护U夕̀ V : e R

还有
,

由夕i o C (G )片U g i U口 二 U a U 夕1 V U 口

由此可得

U a i`

注意到在 Z中

Z + I`〔乙(刀
,

G )〕
1 1〔刁( R

,
G )〕

u g ` 的系数属于 J黔二几
,

我们得到

: == 。 + 。
对某 。 e ,穿

`二 z` , a 。: ;

由于 J `是 厂̀的零化子
, e a = o 冲 e Z = e , a . , a ,

再由。。 z了
` , 。 == 1一 。 , a 。 ,了

` .

往证了̀ , R e
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一方面“ 几纬 eR il = <0} 片 R e g 介
,

另一方面
,

V 作入
,

由 l = 。 + a冲
, = er 冲 性几 绮 入 g R e

.’. J ` = R e
.

类似可得 乙二 R ( 1一 e)
、

左 = J `由z’i 是显然的
.

现往证 刀 g ` = 刀e + R口 i ( 1一 。 ) == eR + (刀 ( z 一 亡
) )夕`

由于显然有
_

R g `g R。 + R g ` ( z 一 。
)

,
R , ` ( l 一 e

) g R g ` ,

R g i ( l 一 。
)二 ( R ( 1一 。 ) ) g ` ,

故仅需证明 R
e 二 R g `与 (尸( l 一 e

) )夕`g R g `( 1一 e
)

首先 V
r ` R

,

由于
。。

J ; g ` g J
·

, , 一 夕`
(

:
)
。 1 .1

片
r e 一 夕: (

, e
) = , e 一 g ; (

,
) g ` (

e
) 二

, e 一 9
.

(
r
) e , ( r 一 g ` (

r
) )。 = 0

峥
r尸` R , ` .’. R e g R g `

其次
,

V r 。
( R ( 1一 。

) )夕`绮
, 二 , :

( 1一 。
)

, r l o R 口` (
r
) = r

纬
: 二 g (

r `
) ( 1一 e

)即
r `

( 1一 。
) = 9 1(

r :
) ( 1一 e

’

)

纬
r , 一 夕i (

r :

) = (
, , 一 夕、

(
r :

) )
e = o 井

r : 。 R夕` 片 作 R g i ( i 一 e )

.’. (左( 1一 。
) ) g `二 R g `( z 一 。

)
` ’

、

至于 ( 3 )的结论
,

在上面巳经得 fl1
。

推论 8 如果刁( R
,

G )是可分的 R c
一代数

,

G是交换群
,
左仅有幕等元素 O与 1

,

则 R

是R G
上的 G a l

o i s
扩张

。

证明 V l 今 ig
o C

,

由定理 7
,

有

1 1二 尸 ( 1 一 e
)

e
为幂等元素

因为 I ; 铸
.

1 0 }
,

.’. e 清 1井
e == o井 I ` = R

,

所以 R是 R c
上的 G

a
l o i s扩张

.

从前面的讨论中可见
,

当以 R
,

G ) 为可分的 R“ 一

代数时
,

对于每一个梦 C (` )
,

都 导

出一个子环 R ( z 一 e
) (这里 的

e
为 R的幂等元素

,

夕 (
。
) 二

e
)

,

单位元是 z 一 , ,

因为夕(R ( 1一 e
) )

二 R ( 1一 e)
,

所以 <砂是 R ( 1 一 。
)上 的一个自同构群

。

下面讨论这方 面 的 G al io s 扩张

间题
。

引理 9 设 g o G
, g 的阶数 m为素数

,

以 I 表示由 l
r 一 g (

r
) 1

r o R }生成的 R的 理想
,

I 谈 ,
表示由笼

, 一 夕` (
,
) }

, 。 R } 生成灼 R的理想
,

则

I 《几) == 1 V k = 1
,
2

,

…
, 杭 一 1

证明 由于 (夕 ) == (夕` )
,

( k 二 1
,
2

,

…
, 爪 一 1 )

井 〕整数 I使得

g == ( g ` ) I

峥
, 一夕(

,
) == r 一 (夕卜) , (

r
) = ( 1一 (夕掩) , ) (

,
)

== ( 1一 夕̀ ) ( z + 夕̀ + … + ( g “ ) I
一 `

) (
r
) 立

== ( 1 一 夕̀ ) ( t )
,

( t = ( l + g ` + … + ( g 为)卜
’
) (

r
) )

== `一 g ` (: )
` I `汤’ V r o R
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.’. I g I (̀ 》

类似有 I 心吞’ 9 1
。

所以 I场 , = I
,

( k = i ,
2

,

…
, 。 一 z )

。

定理 10 设刁( R
,
G )为可分的 R口

一

代数
, 9 1〔 C (G )

, g ` 的阶 数 为素数
,

则 R ( 1 一 e
)是

( R ( z 一 。
) ) g `上带 G

a
l

o i s群 ( 9 1>的 G
a l o i s

扩张 (这里的尸( z 一 e
)是定理 7 中的 )

.

证明 由引理 9 V l 斗 a 。 ( 9 1>
,

都有

aI = R ( z 一 。
)

故剩下来要证明的是

z口 二 z二

这里的 z二是由 毛
, 一 。 (

,
) 1

, 。刀 ( z 一 亡 ) } 生成的刀 ( z 一 。
)理想

.

一方面
,

显然有

{
: 一 口 (

:
) I

; 。R ( 1一 e
) 卜g {

r 一 口 (
r
)卜

。 R 蛋

.’. I二9 1。

另一方面
,

V : 。 R
,

由于 R == J i由 1 1 ,

J i二 R g `冲 〕 r : 。 J `
, r : 。 1 1使得 r 二 r : + , : ,

9 1(
r :

) 二
, :

从 而V a 。 ( 9 1>
,

有 。 (
r :

) = , :

绮
, 一 a (

, ) == , : + : : 一 ( a (
: :

) + 。 (
, :

) ) = : : 一 。 (
r :

) 。 r二

吟 I a 二 I二

所以几
, , I。 = R ( 1一 e ) V l 今 a 。 ( 9 1 )

,

证完
.
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g
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. U C : U … U C : ,

C
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、
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