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摘 要

考虑微分方程组

x f = x i ( e i + 艺 j `
,

( x
,

) ) ,
2一

, ,落 ( l )

作为 , 物种广义 V ol et r r a 系统的模型
,

其中` 是实常数
,

了̀
,

( 0)
=
o

,

V `
,

j
.

本文讨论了 ( 1 )

的正平衡点 (q
, , q Z ,

…
,
q 。
) 的稳定性问题

.

主要注意具有下面特征的被食者一捕食者系统
:

j :
` (。 , )` 。 ,

,:
, (。

,

) j几(
。、 ) < 。 当 (卜 , ) l:

,

(。
,

)、 。时
,

利用图论和 L a s a l l e定理
,

得

到 (l) 的正平衡点是渐近稳定的一些充分条件
.

各1 引盲 我们考虑下面的微分方程组

n

x ` 二 x ` (
e i + 艺 f i j (

x j ) ) i = 1 , 2 , … , ,: ( l )

作为
n
物种广义 V ol et

r r a 系统的模型
,

其中 。`是实常数
,

厂i j (。 )
= o ,

对所有的 i
,

j
.

当所有的

f i矛(
x j )

= P i s x s时
,

其叮
,少i j是实常数

,

( 1 )就是古典的 L o t k a 一 V o l t e r r a
系统 〔’ 一 `〕

.

( z )有比

较明显的生态学含意
, 。 `为物种i的内察增长率

,

当其他物种不出现时
, 。`> o表示物 种 i以

速率
。 `增长

, 。 ` < 。表示物种i以速率
。 `死亡

。

iif ( xj )描述物种 j对物种 i的影响
,

当 厂̀j ( ix )

二 O时
,

表示物种 j对物种 i无影响
。

当 , , = 2
,
3时

,

( 1) 的形式也曾在 〔6一 8〕中被研究过
。

在 〔4〕中
,

利用 L a s al le 的推广李雅普诺夫 定 理及图的变换
,

得到
。
物种被食者— 捕

食者 V ol t e r r a 系统的一个相当普遍有效的稳 定性判别准则
。

本文的 目的就是研究在 f卜

么条件下可以利用同样的方法去处理广义 V ol t e r r a 系统 ( 1 )
.

得到在某些假设条件下 ( l)

的正平衡点的稳定性不受幼 (
x ,
)的二次及二次 以 上的项的影响

。

圣2 一般假设 我们假设 ( 1) 存在一个正的平衡点q =
(理

、 , q : , … , q , )
,

即

+

月
f* j ( 9 2)

= 0 1 = 1 , 2
,

… , n , 口j > 0
,

V j ( 2 )

且我们只对右> 0的解有兴趣
。

引进如下的变量替换

木文于 198 2 ; l二。 月收 ilj
.
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x ` = 夕、 e y i , 切 i = 口i (
e y i 一 z ) ( 3 )

及李雅普诺夫函数

璐

V == 艺 a i q` (
e y i 一 刀 i 一 1 )

i 1

其
,
1
.阶是待定的正常数

。

假设所有的函数 ilj 都 、 j]’ 以在打的某一邻域展成幂级数 :

厂` , (
x , )

= f̀ , (。 , ) + 厂几(。 , ) (
x , 一 。 , ) + :’, ( q j

(
x s一 q j )

’ + …

经过简单运算
,

( l) 可 以变为

+

,ù
-

.夕.

田“
` =

户l(
厂:
, `“ ` ’田“

( q j

(凌 )

沿着 ( 4 )的轨线计 算 V得到

(
a “几(。 , )田 `山 , + “ `

叭 切 j + ”
’

( 5 )

叮注一.
,
一Q乙

r了一夕

如果我们能够找到 ia > O使得二次型

。
:

三
, , , 、

「「 一 `
,

乍
, “ ` ’ 、 , 气“ , ’ 脚 切̀ ,

是定负的
,

那末一定存在切
二 O的一个邻域

,

使得 V是定 负的
。

因为切 = O如幼刀 二 0 ,

所

以 V在夕
= 0的某一邻域是定负的

.

注意到所有的久 > O
,

知道 V是定正的
。

这 时 由李雅普

诺夫定理知道
,

( 4 )的解y = 0是渐近稳定的
,

也就是说
,

( 1) 的正平衡点q是渐近稳定的
.

往往不容易找到 ia > O 使得 V是定负的
,

但在某些情 况下
,

容易找到气 > 0使得 V是 半定

负的
,

然后在此基础上再应用 L a s al le 定理得到渐近稳定性
.

夸3 被食者— 捕食者系统 我们集中注意具有下面特征的被食者— 捕食者系统
:

`二(
。* )镇 o

,

f几(
。 , ) f:

` (。 ` ) < 。 当 (`
一 j )`几(。 , )势 ” 日

·

j ( 6 )

为了简单起见
,

令
十

才15 叹q j ) = p ` j 「` ,

z

称矩阵尸 =
(勿 j) 为 ( 1) 在点 q的主矩阵

。

我们将会看到 ( l) 的一些有关性质可 以 由它的主

矩阵所决定
.

以下假设 ( l) 满足条件 ( 6 )
。

在这个条件下
,

( 1 )可以 由一个图来表示
.

( 1) 在点q的图就是 ( 1) 在点q的主矩阵的图
。

如在 〔4〕 . } ,一样
,

P =
( .IP )j 的图 是

。
个顶

点 1
, 2 , … , 。的一个结构

,

其中顶点 i和顶点 j是相邻的
,

当且只当九 j 笋 O时
,

相邻的顶点用

一条边连结起来 , 如果 iiP < o ,

在顶点 f有一个黑点
,

如果 iP =i o ,

在顶点 i有一空圈
。

我们

假设 ( l) 的图是连结的
.

直接连结两个黑点的边称为强链扣
,

否则称为弱链扣
.

我们 用

( 1
,

2
, … ,

m )和 〔 1
, 2 , … ,

m〕分别表示一条路径和圈
,

其中顶点 1 , 2 , … , 切 是 依次地连结起

来的
.

除了这些从〔4〕 !
!
1
借用的约定外

,

我们利用标准的图 沦术语 ( 例如在〔的 .
{
、
所使用
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的 )
。

应用这些术语
,

P = (衍 )j 的图
,

因而 ( l) 的图是连结的
、

无 向的
,

除了 对于 黑点

之外不标定的
。

夸4 艳定容许性 我们定义 ( 1) 在点 q的扰动是变化到一个新的系统 ( 1 )
尹 ,

它 具 有

与 ( 1 )同样的图
,

除了附加的黑点往往是容许的外
,

即 iP “ o
,

片
,

对 i铸 j
,

久 j = 。 ,

当
一

几

只 当 , ` , = 。时 , 且 了;夕
’
(。 ,卜 。 ,

k ) 2
,
: ` ,

,
,

当且只当 ,:广
’
(。 , )

= 。
.

(` )的扰 动 是 微小

的
,

如果它的主矩阵的扰动是微小的
。

正如在〔4〕中一样
,

如果m a
xl 勿 j 一 勿 lj 是 微小

公 , ]

的
,

P =
(九 j) 的扰动是微小的

.

定义 1 ( l) 在点 q是容许的
,

如果存在正常数 al’
,

使得在某一包含。 二 。 的区 域 g 内

V 镇 O ,

且在g 内

V = 0协 P` i功 i = 0
,

犷.l

( l) 在点 q是稳定容许的
,

如果由 ( l) 的足够小的扰动得到的每一系统 ( 1 )
尹
在 点q是 容 许

的
。

为了简单起见
,

以下我们把 t’( 1) 在点 q是稳定容许的
”
简称为 ,’( l) 是 稳 定 容 许

的 ” 。

我们假设

,:广
’
(。 , ) 二 ” ,

k ) 2 ,

V ` 当p ,` = 。时 ( 7 )

这一条件可作简单的生态解释
:
如果物种 j的数量对自身的增长率没有影响 时

,

则 它也

不会对其他物种 i的增长率具有复杂的影响
,

即它对其他物种 了的增长率的影响最多是线

性的
。

在假设 ( 7 )下
,

( 5 )中的 V可表成下列形式
:

` 二 `

系
:

(
一 , ` ,

a ` f万
, (。 j )

十

2 !

( q j
s i g n

l p j j !切 j + a i

f

晃一 5 i g n
}P j j !田

+ …

)
? `。 , ( 8 )

容易证明下面的引理
:

引理 假设 ( 7 )成立
,

且 ( l) 的图是一树
,

那末 ( l) 是稳定容许的
.

证明 将 ( s) 改写成

共(口j
一 s i g n

1p j j卜功a
矛̀、 、

”
兄叫

月 帕

V 二 公 a `P` j切 `功 j + 公 〔a jP i j +

口j )
+ a i田 `

价

f i z ( q j :

3 !

5 i g n lp i j !功 j + … )〕。

对于树
,

我们可以选取内 > 0使得

a i P了j + a jP j i = 0 活 j

当顶点 i与顶点 j是相邻时
。

个 jP j < O都有

月

这时 艺
i 子 j

a `p l’ j o i o j 变为 0
,

又选取足够小的 }w }使 得对

( 9 )

于每
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月

T j = a j p j j + 艺 (
a ; 。 `

i
巴 1

二( q j
一 5 i g n }P j j t +

a i切 i

厂、 ;
(口z )

_

一

一汀一
s ` g n

}乡川 田 , 十
`

” ) < ”

注意 ia > o可以由 ( 9 )式所决定
.

令
.

。 二 { (切
, , 切 2 ,

… , :。 。

) IT s < 0 ,

对
`

户1 5 < o }

显然
,

g 是包含功
= 啪勺一个区域

。

因此在区域 g 上
,

V蕊 O 且 当V = O时
,

客易看出折
:̀ 。
产 。

,

V ` ,

所 以 ( l) 是容 许的
.

从 V的表达式中同样看 出 ( l) 也是稳定容许的
.

证毕
.

定理 1 如果 ( 1) 是稳定容许的
,

则它的图 : 11的每一个圈一定最少包含一个强链扣
.

证明类似于文〔4〕中定理 1的证 明
,

在此从略
。

定义 2哟 圈〔 1
, 2

,

… ,
m 〕的偏对称度就是

。
.

1
, 。 山 。

月 = 五 十 二二 一 名
。

少卜 l
一

尸 五 =
找

x 2 P
2 3}P

, 2

1P
Z ,

` ’ `

P川
l

P
3 2… P

, 二 !

定义 3 〔 6〕 直 接连结顶点 i和顶点 j的强链扣的强度由下式量度
:

B ` j
P亡f P j j

IP 、 j P j i }
’

假设图中的每一圈都有一强链扣
。

设最少有一圈真
! 1二出现

,

选取一圈然后破其强链

扣
。

如果仍然有圈
,

选取 另一圈
,

然后破其强链扣
,

继续这种步骤
,

得到一 组 强 链 扣

笼iL j } 的集合
,

其 中iL j是联结顶点 i到顶点了的强链扣
,

使得全破了它们
,

可 以 将 图化

为一树
.

令
。
( i) 代表指标 i出现在 笼众 j } 中作为 L的下标的次数

.

因为移去强链扣 iL j后
,

图是一树
,

所以经过移动后
,

从顶点 i到顶点 j只有唯一的一条简单路径
.

恢复一条 链扣

L ii
,

得 到唯一的一个圈
,

记这个圈的偏对称度为 A ` j
。

有了这些记号后
,

我们得到与〔5〕中类似的
:

定理 2 假设 ( 7 )成立
,

( l) 的图经过移去强链扣 { .aL j }后产生一树
,

那 末 ( l) 是 稳

定容许的
,

如不等式

A ` s < 4 B 、 s / (
,:
(` )

n
( j ) )

得到满足
,

对 王:.L j } 中的每一对指标 ( f
,

j )
.

只需注意到 ( 8) 中 V的特殊形式
,

证明与〔5 〕中的完全相同
。

对于其它的关于稳定容许性的条件
,

可以参看〔5〕
.

夸5 圈的约化 本节假设 (7) 成立
,

( l) 是容许的
,

且只考虑使得 在 V = 0 的 那些

解
,

即考虑满足 L a s al le 定理的不变集合
。

如在〔 4〕中一样
,

我们扩充符号的含意
:

在顶

点 i上放一个黑点 . 去表示山 ` = 。 ,

用 e 表示 。 * ” 常数
。

下面就是 . 或。 的约化规则
:

约化规则

i) 假如顶点 i上有 . 或 e
,

且除了只有一个相邻于 i的顶点 j外
,

所有相邻于 i的顶点都

具有 .
,

则在顶点 j上可放 .
。

ii )假如顶点 i上有 . 或。
,

且除了只有一个相邻于 i的顶点了外
,

所有相邻于 i的顶
J

点

都具有 . 或 e
,

则在顶点 j上可放 e
。

iii )假如顶点 f上有O
,

且相邻于 f的每顶点都具有 . 或 e
,

则在顶点 f上可放申
。
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现在我们证 明 i )
,

对于除了顶点i
,

j外的每一个顶点l都进行考察
.

如果 lPJ < o ,

必有

0 ;如果 lP ` 二 o
,

当顶点 l与 i相邻时
,

则由假设顶点l具有 .
,

即明 = o
,

当顶点I不与 i相邻

则 , ` , = o
,

这由假设 ( 7 )得厂:广
’
(。 , )

= o
,
k ) 2 ,

故 ( 4 )式中功 ,的系数全为 0
.

对于顶点 j
,

。 , , = 。而 , ` ,子 。 ,

由假设 `7 ,
, `:广

’
(。

,
)
= o

,

k ) 2
.

刀` = 0
.

又 P i` < 0
,

则切 i = o ,

如果 P i s = 0
,

则由 ( 7 )
,

f

对于顶 点 i
,

因为具 有. 或 e 所以

二 O
,

k ) 2

式变为 。 = P,. j切 j
,

所以切 j 二 o ,

即在顶点 j上可放 .
,

约化规则 i) 证毕
。

.

综上所述
,

最后 ( 4 )

11)
,

111)可同样证得
.

夸6 祖定性的一般判别准则 有了以上准备
,

我们可以平行地将 以〕 中的结果移到

系统 ( l) 上来
。

例如我们可以有如下的定理
:

基本定理 假设 ( 7 )成立
,

且 ( l) 在点 q是稳定容许的
,

则反复经过约化规 则 后最终

可以得到 ( l) 的图在每个顶点上都具有 .
,

则正平衡点 q是渐近稳定的
.

定理 3 假设 ( 7 )成立
,

( l) 是稳定容许的
,

( l) 的图最多只有一个度数为 1 的顶点
,

即最多有一个自由端点
,

则正平衡点 q是渐近稳定的
.

最后我们作一个一般的注记
:

〔4〕中的两个主要思想是 P =
(久 i) 的稳定容 许 性及约

化规则
,

即黑点在图中的传播
.

在假设 ( 7) 下
,

( l) 的稳定容许性差不 多 完 全与 ( fP i) 的

稳定容许性一样
,

除了前者是在。 二 。的某一邻域上
,

而后者则在整个。 的 空 间 这一点

外
.

约化规则是完全一样的
。

因此
,

以〕中关于稳定性的定理可以适用于本文 讨 论的系

统
.

不过
,

〔4〕中讨论全局渐近稳定性
.

而这里只讨论局 部渐近 稳 定 性
.

根 据 这 个注

记
,

关于系统 ( 1) 的更多的定理及其证 明
,

可以参看〔 4〕
。
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