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摘 要

本文讨论了 B a n ac h 空间中单调类算子方程的投影近似可解性
,

给出了复单调算子方

程近似可解的基本条件
,

导出了两类算子方程近似可解的充分必要条件
,

并研究 了 组 合 筒

子方程的近似可解性
.

这些结果改进了前人的相应结果
.

假设 X 是可分且自反的 B a n ac h 空间
,

X .
为其共扼空间

.

几 X , X . 是非 线 性算

子
.

我们讨论算子方程

T“ =
( f

oX .
)

的投影法近似可解性
.

假设
: { X

”

}为 X的有限维子空间序列
,

X
”
已 X

。 十 ,

( I )

11 = l , 2 , … )
,

日X
” = X ; { P : :

卜

为定义在 X 上的线性投影序列
,

P
o
X = X

: ,
P

”

iP
=

jP 当
: 》 j

,

有常数
c
> O 使对所有

n
有 1!P

”
1}《 ` , 尸产

: X .
, X .

是 P。 ( 看作由 X 到 X 中的映射 )的共辘映射 , 乙
: 二 P产 X .

=c X
o . 。

令 T
。 = p尹别

x 。 ,

我们以

T , u。 = P o . f (
: ,; e X

”

) ( 2 )

作为 ( 1 )的近似方程
。

上述近似求解的计算格式称为投影逼近格式
,

记作 r 二 {X , ,
P

” , Y
, ,
尸尹圣

.

问题是
:

( i) 近似方程 ( 2 )是否有 ( 唯一 )解 ?

( 11) 如果 ( 2 )有解
u 。 ,

{
u ,

}是否具有某种收敛性?

( iii ) 如果 {
u”

}具有某种收敛性
,

其极限是否是精确方程 ( 1 )的 ( 唯一 ) 解?

对上述间题的肯定回答
,

就是我们所说的近似可解性
。

现给出下面的

定义 1 方程 ( 1 )称为关于格式 r 唯一强近似可解的
,

如果存在一个 N > 1 ,

使 对

每个
, :
> N

,

方程 ( 2 )有唯一解 。 ” 。X ” ,

并且
u ”

,
u。 , : `。

是方程 ( 1 )的唯一解
,
方程 ( 1 )
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称为关于格式 r 近似可解的
,

如果存在一个 N 》 1 ,

使对每 个
n 》 N

,

方 程 ( 2 ) 有 解
: , 。 。 X

。 ,

并且当
,: ` co 时 d i s t (

u ” ,
U

。

) , 0
,

其中 U
。

( 手价)是方程 ( 1 )的解集
.

本文中

定义 2

“
,

”
表示强收敛

, “
一

”
表示弱收敛

。

设 x 和 Y 为 B a n a c h 空间
,

T 为 x 到Y 的映射
.

T 称为全 连续 的
,

如

果 x ,

一 x
冲 T翔~ T勺 T 称为 D

一

半连续的
,

如果 介 , x井 T八一 T x , T 称为 H
一

半 连续

的
,

如果 x , 夕。X
, t。 > o

, t ,

, o井 T (
x + t, , , )一 T x 当 ,: , oo ; T 称为模糊连续的 (

v a g u e
l y

e o n t i n u o u s
)
,

如果
x , 万。 X 井存在数 列 { t。 }

, z。 > o
, 一n

, o使得 T (
x + t昭 )一 T x 当 ,: `

OO , 了
’

称为有限连续的 ( f i
n i t e l y e o n t i n u o u s

)
,

如果在 X 的有限维子空 间
,
l
, x , ” x井

在 Y 中 T与一 T x .

T 称为局部有界的
,
如果 xn , 二 X井 { T x 。

}有界
.

定义 3 设 X 为 B a n a c h 空间
,

X .
为其共扼空间

,
T 为 X 到 X .

的映射
.

T 称为

单调 的
,

如果

R e
( T

x 一 T万
, x 一 夕 )》 0 ,

V x , 刀。 X
-

T 称为强单调的
,

如果存在 由 R
+ = 〔0

, + co ) 到 R
十

的连续严格上升的函数 a(
;
)

,

a( o ) =

o
,

l i m a (
;
) = + oo

,

使得
r

.

es 争 阅

R e
( T

x 一 T , , x 一 万 )》 a ( .}
x 一 y 11) }l

x 一 , .1
,

V x , 刀。X
.

T 称为复单调的
,

如果存在如上性质的函教 a(
:
)

,

使得

l ( T x 一 T y , x 一 y ) 1)
a
( }l

x 一 y 11) }l
x 一 , ! }

,
V x , 万。X

.

近二十年来
,

许多作者对单调类非线性算子方程的近似可解性问题进行了一系列的

研究 〔弓一 ” , 8 一 ’ “ 〕 ,

本文的目的是推广和改进其中的一些基本结果
,

同时引出一些新的结论
。

先将〔6〕中的一个基本结果推广到 B a n
ac h 空间和如定义 3 的较广泛的复单调意义

的情形
。

定理 1 设 X 为可分的 自反的 B
a n

ac h 空间
,
X .
为其共辘空间

。

:T X , X .
为 D一半

连续
、

复单调 的映射
。

那么对任意 介X气 方程 ( l) 关于格式 r 唯一强近似可解
.

证明 首先
,

T
,

在 X
。
上连续

.

事实上
,

如 果
x 。 ,

x 于 X ” ,

则 由 T 的 D 一
半连

续性
,

v 辰 x
,

( T
o x 。 ,

h ) = ( T x 二 ,
P o h ) , ( T x ,

P o h )
=

( T
o x ,

h )
,

当 m 、 OO
。

故 T
。

为D 一

半连续
.

由于有限维空间上 D 一半连续性与连续性等价
,

故 T
。

为连续映射
。

其次
,

由 T 的复单调性可知
,

对
x ,

班 X ,
有

a
(日

x 一 , }1) }!
x 一 对1}成 1( T x 一 T万 , x 一 , ) 1

=
{( T

” x 一 T
。 夕, x 一 刀 ) }

,

故
a
( {}x 一 夕1}) ( }}T

o x 一 T 。 , l}
,

V x ,万拼
” .

( 3 )

由 ( 3 )式和 T
。
的连续性可知 T

”

是 X
。

到 y
。

中的拓扑映射
。

据 B r o u w e r 区域不变

性定理
,

值域 R ( T
”

) 是 Y
。
中的一个开集

。

另方面又可推知 R ( T
,

) 是 Y。
中的闭集

。

事

实上
,
如果切。 }=c R ( T

。

)
’

民在 Y 。 中 夕。 、 万 , 那么存在 { x 。 }=C X
。

使 红。 = T
o x m

。

由 ( 3 )

式有a( }}勺 一 x `
!})《 1!夕l 一 y `

{}
。

于是由 {夕二 } 的收敛性及 a(
:
)的性质知 { x 。 卜为收敛序 列

.

于是存在 xe X
。

使 x 二 , x
.

由 T
。
的连续性知 T杯二 , T袱 = y o R ( T

”

)
.

所以 R ( T
。

)在 Y
,

中

闭
.

因此 R (几
:
) 是 Y ,

中既开且闭的非空子集
,

故必 R (少
。

)
= Y

。 。

这样
,
对任介X气 方
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程 ( 2 )有唯一解
。

由 ( 3 )有

今 .
a
(1!

u。
!l)《 }{T

o u ,: 一 T
,

( o ) }1= l}p
,

f 一 p
。

T ( o ) {1《 e
( }!川 + IIT ( o ) !l)

.

因此 { u , }为有界序列
。

我们指出
,

方程 ( 1 )若有解必唯一 事实上
,

如果 乃` = T。
,

由 T 的复单调 性即有
a
( 11

“ 一 。
11) 1l

u 一 。
}1成。

。

因此
“ = 口

。

这样
,

为了证明 ( 1 )有解且 {: `
。
} 强收敛于该解

,

只须证明 {。 。 } 的任一子列

{ u 。 卜恒可抽出强收敛的子列
,

.

匕其强极限为 ( 1 )的解
.

因为 X 是自 反 的 B
a n

ac h 空

1’ul
,

{ “ , 卜有界
,

故必有子列 ( 仍
·

记为 { , , , } )使 得
u二一 : 。̀ 。X

.

我 们 来证 明
u 。 一 , :`。

且

T u 。 二 f
。

设 j 为任意给定的正整数
, m ) j

.

由 T 的复单调性和 r 的性质知
a
( }I

“ , 一 P了u 。

11) 11
:`” , 一 P j u。

}l( l ( T
“ 。 一 T P j u 。 , ,̀ 。 一 P j:`。 ) }

=
l ( f 一 T P j :

。̀ , : `。 一 P j “ 。 ) I
。

设 抓
,
) 为 a(

;
)
;
的反函教

.

显然
,

叭叻 为 R
十

到 R
斗

的连续严格上升函数
,

a( 0) = 。 ,

l i m 口 (
:
) == + co

。

于是
,

r ~ 知 .

11“ 。 一 u 。
,}( g ( {( f一 T P Ju

。 , u二 一 P j u
。

川
+ I.P j u 。 一 “ 。

l}
.

由 r 的性质和 T 的刀
一
半连续性知 当 j` oo 时

,

iP ou ` “ 。 ,
T iP lot 一 T “ 。 .

又 因 为当 。 一 ,

ao 时 : 二 ` u 。 ,
口(

,
) 为连续函数

, 夕 ( o ) = o
,

故有

11而 }!u , 一 u。

l}( 下石 叮而 { g ( } (沂一 T p j u。 , u 。 一 p j u。

) . ) + !}尸j “
。 一 。。

}1}
阴叶 , j叶 , 价峥 “

=
n而习( } ( f 一 T P s u。 , “ 。 一 P i u。

) 1) = 口 ( o ) 二 0
.

因此
,
当 。 ” OO 时

“ , ” u 。 .

由 T 的 D 一半连续性
, T u二一 T ou

.

于是对任意

( T
u 。 一 f , 。 ) 二 l i m (八 m 一 f

,
P 。 。

) 二 l i m ( T 。 : ` , 一 P
,路 . f

, 口 ) =

护n 一》 “

。 〔 X
,

0
。

沉 一 》 .

所以 T“
。 =

f
。

证毕
。

下面我们导出两类非线性算子方程唯一强近似可解的充分必要条件
.

定理 2 设 X 为可分的自反的 B
a n ac h 空间

,
X 带
为其共辘空间

,
:T X 、 X 奋

为复

单调
、

局部有界的映射
。

那么对任意 fe X 带
方程 ( 1 )唯一强近似可解的充分必要条件是

T 为 D 一半连续映射或有限连续映射
。

证明 ( 必要性 ) 设 {介 } c X ,
场 , x (

n
, co )

.

由 T 的局部有界性 知 笼T x 。
}有

界
。

又因 X .
为自反 B

a n
ac h 空间

,

故 { xT
。卜有弱收敛子列

,

设 {xT
。 .

卜为 其任一弱收
J

敛子列
, T八 j一 11

.

因为方程 ( 1 )对任意 介X 常
可解

,
故有 溉 X 使得 T云 = h

。

由 T 的 复

单调性有

令
,:

.

` OO
,

J

a ( !!x
,
s 一 牙{,)! l

x o
s一 恋! l成 l ( T x o

s一 T无
, x ,

i 一 云) !
·

得到

a
( }}

x 一 牙}1)】lx 一 云}1成。
。

因此 x “ 礼 T介 j` T .x 由于有界序列 簇T介 } 的任一弱收敛子列都 弱收 敛 于 T x’ 故必
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有 T t x l一 T x
.

因此 T是 D一
半连续的

,

当然也是有限连续的
.

(充分性 ) 设 T 为复单调
、

局部有界且有限连续
。

由〔 3 〕的定理 8 可知 T 将 X 映

为 x : 由必要性 的证明可知 T 是 D 一半连续的
。

于是由定理 1 即知方程 ( 1 )唯一强近似

可解
。

证毕
。

引理 1 设 X 为 B a n
ac h 空间

,
X .
为其共辘空间

,
T : X , X .

为单调 映射
,

那么

T 是局部有界的 (
,〕

.

定理 3 设 X 为可分的自反的 B a an
o h 空间

,
X 奋 为其共扼空 间

,

:T X 、 X .
为强

单调映射
。

那么对任意 介X .
方程 ( 1 )唯一强近似可解的充分必要条件是 T 为 H

一
半连

续或模糊连续映射
。

证明 (充分性 ) 设 T 为强单调
、

H一半连续或模糊连续的
。

据引 理 1
,

T 是局部

有界的
。

又据〔 1 〕的定理 3 , T 为 刀一
半连续

。

于是由定理 1 得到方程 ( 1 )的 唯一 强近

似可解性
。

(必要性 )
、

由于强单调性蕴含复单调性和局部有界性
,

故由定理 2知 T 是 刀一半连

续的
,

从而也是 H 一
半连续或模糊连续的

.

证毕
。

将定理 3 用于线性情形时
,

不必对算子 T 作任何明显的连 续性 或有 界性的假设
.

推论 1 设 X 为可分的自反的 B a n a o h 空间
,

线性算子 :T X ” X .
是 正定的

,
即有

常数
a > 0 使得

R e ( T x , x
)》 a

}}
x
l{
么 ,

V x o X
.

那么对任意 介X 带 ,
方程 ( 1 )关于投影逼近格式 r 唯一强近似可解

。

我们看到
,
推论 1 包含了 L

a x 一
M i l g

r a m 定理
,

它意味着 L a x 一 M i l gr a m 定理中的

双线性泛函 a(
: ,

的
=

( T
u ,

的 的连续性或有界性假设可以减弱
。

事实上
,

它由于 T 的

单调和线性而自然地得到满足
。

上述基本结果为我们提供了一条证明算子的不动点的存在唯一性及寻 找 它 们 的途

径
。

推论 2 设 H 为可分的 H i l b
e r t 空间

,

算子

R e
( T x 一 T , , x 一 万)《 a

l}
x 一 , {{

“ -

T : H” H半有界
:

V x , 兮〔H

且其中
a

< 1
,

那么 T 在 H 中有唯一不动点且可用投影逼近格式 r 近似 求解的 充分必

要条件是 T 为 H 一
半连续映射

。

作为推论 2 的特殊情形
,
有

推论 3 设 H 为可分的 H i l b
e r t 空间

,
:T H , H为反单调算子

,

即满足

R e
( T x 一 T y , x 一 妇 ( O , V x ,

ye H
。

那么 T 在 H 中有唯一不动点并且可用投影逼近格式 r 近似求解的充分必要条件是 T为

万~
半连续映射

。

显然
,
推论 2还以压缩映射原理为其特例

。

对于非膨胀算子和 iL p
。

算子也可导出

相应的不动点存在唯一和近似可解的条件
。

我们把其归结为一个关于伸长度和旋转度的

简明的条件
。

定义 4 设 H 为H n b
e : t 空间

,

算子 升 H , H
。

定义数
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l : = s u p

二 ,
y e H 一 义 呐夕

}!T x 一 T g {!

}l
x 一 ln1

为 T 的最大伸长度 , 数

8
: = s u p R e

( T x 一 T y , x 一 杏 )
, ,

y “ H , , ` y
, 丁 , 功丁 y }! T x 一 T 夕{}

·

}!x 一 , l!

为 T 的最大旋转度
。

注 I T 是强压缩算子
,

当且仅当 介< 1 , T 是非膨胀算子
,
当且仅当 lr ( 1 , T 是

石 P
。

算子
,

当且仅当 寿< + co ; T 是单调算子
,

当且仅当 0r > 0 , T 是反单调算子
,

当

且仅当 氏( 伪 T 是强单调算子
,
当且仅当 l刀

T> .0

推论 4 设 H 为可分的 H i lb
e r t 空间

,
算子 :T H , H 的最大伸长度与最大旋转度

的乘积 l刀
: < 1

,

则 T 在 H 中有唯一的不动点并且可用投影逼近格式 r 近似求解
。

注 2 当 lr < 1 时
,

有 l刀
T
< 1 ,

此时得到压缩映射原理
。

当 寿成 1 时
,

如 果 0:
< 1

则 l刀
: < 1

,

因此 0
:

< 1 是非膨胀映射的不动点存在唯一且近似可解的条件
.

下面讨论 B a n a o h 空间中的组合算子方程的近似可解性问题
。

引理 2 设 F 是有限维的 ( 1 < id m F < + oo ) 复 B a n
ac h 空间

,
F .
为其共扼空间

,

:T F 、 F .
是连续映射

,

并且对一个给定的 R > 0 有

( T x , x ) 笋 0
,

V x o F
,

}l
x
i卜 R

.

那么存在
: 。 F

,

}}
。
!}< R

,

使得 T。 二 o ( 2〕
。

定理 4 设 X 是维数 > 1 的可分的自反的复 B an ac h 空间
,

X .
为其共辆空间

,

:T

X , X .
是 D

一
半连续映射

,

并且满足下列两个条件
:

( i) 存在 R > O 使得

( T x 一 f
, x )铸 。 ,

V x o X
,

1}x {卜 R
,

( 11) 对每个 N > o
,

存在 R
+

上的严格上升连续实值函数 K 、
(

r
)

,
K 、

( o ) = 0 , 以及

X 到 X .
的全连续映射 C N ,

使得

}( T x 一 T , , x 一 夕 ) ! ) K 、
( 1}x 一 夕}}) 1】x 一 夕!1一 }( C

、 x 一 C 、 夕, x 一 万 ) !

V x , , 。 X
,

}}
x
}!

,

}】左}}( N
。

那么方程 ( 1 )关于格式 r 近似可解
。

证明 不妨设 id m (X
,

)> 1
。

由 T 的 刀一半连续性和有限维空间上 D 一
半 连续与连

续的等价性 可知 T ,
为 X

:

到 X
。 ,
的连续映射

.

于是 全
” : x 。

, x o .
(全斌二 T” x 一 p

o .
f) 也

为连续映射
。

由 ( i) 知对 二 X
” ,

}】xlI 二 R > 。 有

(少
。 x , x ) = ( T

o x 一 尸
。 .

f
, x ) = ( T x 一 f

, x )笋 0
.

由引理 2 即知存在
u 。 。X ,. ,

1.
。。

!. ( R
,

使 T
o u 。 = P ” .

f
.

因为 X 为自反的 B
a n a e h 空间

,

{
u 。

} 有界
,

故必有子 yIJ ( 记 为 {
: 二 } )使得

u 。 一

uo o X
。

我们来证明
: 二、 , 。

且 T u 。 二 了
。

由模的弱下半连续性 知 }{
。 。

}}《 R
.

取 N = m a x
笼R

, c R }
,

则 1{
。 ” :

1}
,

}{P j u o

li《 N
。

由

( 11) 得到

K 、
( I!

: 二 一 P j u。
}I) {t

: 。 一 P j u 。

!l
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《 l ( f 一 T P j u 。 , : 二 一 P j u
。

) l + I( C
N u 。 一 C N P j u

。 , 。 。 一 P j u 。

) i
,

( m> j > 0 )
。

设 g N
(

:
)为 K

N

(
:
)

:
的反函数

。

显然 g N
(

,
) 为 R

+

到 R
十

的连续严格上升 函数
, g N

( 0) =

0
。

于是
,

l}
u二 一 u 。

l{

《 g N
( I( f 一 T P j u 。 , 。 。 一 P j。

。

) l + l (C
、 。 。 一 C N P j u

。 , : 。 一 P j u
。

) I ) + llP j u 。 一 u 。
11

。

由 T 的 D 一
半连续性和 C 、 的全连续性就有

11m l!
: `二 一 。 。

}}
川 -今 四

簇 1i m

J冲 。

n而 { g N
( 1( f 一 T p j u

。 , : 。 一 p j u
。
) , + . ( C

N: `。 一 C N p j。 。 , : 。
一

p j u 。

川
用 - 卜 .

+ 11p j : `。 一 : 。

}l }

二 11m g 、
( }( f 一 T P s:

。 , 。 。 一 P s: 。̀

)卜 } (几
u 。 一 C 、 P j u

。 , : 。 一 P j Z̀ 。

) })
= s 、

( 0 ) = 0
.

所以
: ” :

,
u。

( m , co )
.

对任意 * X
,

注意到 T 的 D 一
半连续性和 T , u 。 = P nt ,f

,

就有

( T
u 。 一 f

, v
) = l i m ( T

。 。 一 f
,

P 二 v
) = l i m ( P o . T u , ,: 一 P , .

f
, v

) = 0
。

川一 》 . 川一争 .

所以 乃
。̀ 二 厂

。

由上可知
,

方程 ( 1 )的解集 U
。
铸 价

,

且因 { u 。
} 的任一无穷子列 均可选取 子列 强收

敛于方程 ( 1 )的解
,

故必有 id s
t( 断

,
U

。

)” 0 当 n ” co
。

所以方程 ( 1 )关于 格 式 r 近似

可解
。

证毕
。

定理 5 设 X 是维数> 1 的可分的自反的复 B a n
ac h 空间

,
X .
为 其 共扼 空间

,

户 X , X .
是 D一半连续映射

,

并且满足下列两个条件
:

( ` ) T 是强制的
,

即存在 R
`

到 R 中的实值函数
“
(1 ),

r

竺几
“
(
了
) = 十 OO

,
使得

! ( T x , x
) !》 c

( }}
x
l}) !}

x
!{

,
V x o X

.

( ii) T = s + C , C 为全连续映射
,

对每个 N > o
,

存在 R
+

上的连 续严格上 升实值

函数 K 、
(

r
)

,
K 、

( 0 ) = 0
,

使得

】( S x 一 S夕
, x 一 , ) 1> K 、

( 1{
x 一 夕 }}) !}

x 一 夕 }{
,

V x , 夕。 X
,

}}
x
!}

,

}}, 】1《 N
-

那么对于任意的 介X . ,

方程 ( 1 )关于格式 r 近似可解
。

证明 由 ( i )
,

! ( T x 一 f
, x

) }> (
e
( }l

x
l{) 一 }{f!}) !】x l!

,
V x o X

,

因为 h m c(
:
) = + co

,

故对任意给定的 介X . ,

存在 R> 0 使得

l ( T x 一 f
, x

) ,> (
c
( R )一 }}f11) R ) 0

,
V x o X

,

jl
x
!卜 R

.

由 ( 11)
,

1( T
x 一 T夕

, x 一 夕) }) K 、
( !】

x 一 夕}}) 1l
x 一 夕}1一 } ( C

x 一 C夕
, x 一 夕 ) }

,

V x , 夕。X
,

}}
x

}!
,

1}夕 }}《 N
.

于是由定理 4 即得结论
。

证毕
。

注 吕 定理 l 可以看作定理 5 当 C = 0 时的特殊情形
,

只须注 意 T 的复单调性蕴含

T 的强制性
。
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定义 5 设 X
、

Y 为 B a n
ca h 空间

,

算子 T : X ” Y 称为准有界的
,

如果

IT }二 i n f
O < r < 十 ,

S U P
l】戈 {{ ) r

1!T x ll

1lx ll }
< + co

}T I 称为 T 的准模
。

定理 6 设 X 为维数> 1 的可分的自反的复 B an
a o

h 空间
, X .

为其共辘空间
.

算

子 T = S + C : X , X .
满足如下条件

:

( 1) 5 为 D一半连续且复单调
:

} ( Sx 一 S万
, x 一 , ) 1》 a

11
x 一 万! 1

尸 ,

(
a
> 0

,
P ) 2 ) V x , 夕。X

,

( ii) C 为全连续且准有界
,

当 P = 2 时准模 ! CI < .a

那么对任意 介X . ,

方程 ( 1 )关于格式 r 近似可解
。

证明 据定理 5
,

只须验证 T 的强制性
。

由 S 的复单调性
,

! ( S x , x ) !>
a

l!
x
}}

p 一
1! S ( o ) }1

,

!l
x 】!

,
V x o X

-

因为 C 是准有界的
,
由定义

,

对
。 > 0 ( 当 p 二 2 时还要求

。 < a 一 ICI )
,

存在
:
) 。使得

潍
·

墙止《 ,c , + 二

于是当 }}刘 )
:
时

,

丛军今华丝》 」工熟斗弄刀一 丛斗粤
不丝1

~

》 。
一二 l!卜

, 一 ,l、 (。 ) I}一 e二一!

l}xl } }}xl } 】}xl !

) (
a

! l
x

! }卜
么 一 ! C l一

e
) }}x l}

一
1! S ( o )! 1” + co

,

当 }}
x
}1” + co

.

因此 T 是强制的
。

证毕
。

运用上述定理容易导出 H il b e r t 空间中几类算子组合的不动点的存 在性 和近似可

解性的条件
.

下面我们总设 id m H > 1
.

推论 5 设 H 为可分的 H i lb e r t 空间
,

算子 T = S + 已 H ` H 满足
:

i( ) S 为 H 一半连续且半有界
:

R e
( S x 一 S y , x 一 夕 )《 a

Il
x 一 夕11

2 , a ( z
,

V x ,鲜e H
.

( ii) C 为全连续且准有界
,
其准模 }cI < 1 一 .a

那么算子组合 T = S + C 的不动点集 U
。
铸价

,

不动点方程
u = T :

关于格式 r 近似可解
。

推论 6 设 H 为可分的 H il b e r t 空间
,

算子 T = S + :C H ` H 满足
:

( 1) 5 为 万 -
半连续且反单调 ,

( ii ) C 为全连续且准有界
,
其准模 ! cl < 1

。

那么算子组合 T 二 S + C 的不动点集 U
。
笋价

,

不动点方程
u 二 T u

关于格式 r 近 心可解
.

推论 7 设 H 为可分的 H i lb e r t 空间
,

算子 T = S + :c H , H 满足

( i) 算子 S 的最大伸长度与最大旋转度的乘积 15 0: < 1;

( ii) C为全连续且准有界
,

其准模 }cI < 1 一 15 65
。

那么算子组合 T 二 S + C 的不动点集 oU 笋价
,

不动点方程
。 = T :

关于格式 r 近似可解
。

定义 6 设 X
、

Y 为 B a n
ac h 空间

。

T : X , Y 称为渐近线性的
,
如果存在有界线性
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算子 T茹 X ~ y 使

1i m
】}戈 } l

~一争 .

11T
x 一 2

’ . x
{l

}!
x
l{

T ,
称为 T 的渐近导数

。

推论 8 定理 7和推论 5
、

6
、

7 中的算子 C 的 准 有 界性假设 换成渐 近 线 性的假

设
,

准模换成渐近导数的模 !IC
.

}l
,

结论仍然成立
。

证明 因为渐近线性算子是准有界的
,

并且 ICI 二 1!C
一

!1( 见〔1 3〕)
,

故得结论
.

证毕
。

下面我们举例说明上述算子方程近似可解性的结果在偏微分方程数值解中的应 用
.

考虑偏微分方程边值问题
:

月:
(
二
)三 艺 ( 一 1 )

’ a `D a A
a

( x , 。
(

x
)

.

D 7`
(
x
)

, … ,
D 沉 2̀

( x ) ) = f (
x
)
` L q (。 )

,

l a 一̀ 川 x ` 9
.

D a :
( x ) = o , x e口g

,

】a 】( 二 一 z ,

( 4 )

其中
,

g =c R
”

为有界区域
,

其边界 口g 适 当 光 滑
.

A
。

(
x , 占) 是 x o g 和 占= (刀声 ) = {舀。 :

Ia l ( m }
。天N

的函数
, : 二 { :

:
I夕}《 m 一 i }。尺N ` , : 二 { :

, :
l
。

·

!
二 , , 2 }。尺N “ .

。> 1
.

对
,̀ 。w二

,

( g )
,

三(
u
) = { D a u :

}
a
{《 二 }

, 刀(
:
) 二 { D口: :

}口1《 二 一 1 } , ` (
:
) = 王D

r u :
卜1 “ 二 }

.

假设
:

(
a
) A

。
( x , ￡) 满足 C a r a t h e o

d
o r y 条件

,

即固定 : = (:
, : )

。R N = 尺N , 十刀 : ,
·

A
`

(
二 ,

约 对 x 可测 , 固定 x o g
,

A 。
( x , 盆) 对 君连续

.

( b ) 对 P = q

q 一 1
> 1 ,

存在常数
c ,

> O使得

!

界
, 〔A a

(
x , “ ) 一 “ ·

( x , ` ’
)〕“: }《 ` :

l ` 一 “ 1
尹一 ’

I“
“

z
,

V x `。 , 占, 雪, 。 R N , 乙I, ` 尺N 2 .

(
。
) 存在常数

c Z

> o 使得

IA
a
( x ,

占) 1(
c :

( 1̀ !卜
’ + z )

,
v l

a
!《 二 一 1

, x 。。 , 省̀ R
N .

( d) 存在常数
: 。

> O 使得

习 〔A
a

(
x , 占) 一 A

a

( x ,

差尹 )〕(乙
二 一 乙a ,

)》 c 。

】卜 乙产】
” ,

V x o g
,

l 口 l 二 沉

(
e
) 存在常数

c 4

) 0 和函数 丙。 L q ( g )使得

舀, ` R付

习 A
a

(
x ,

约雪
a
)

e 4
1引

尸 一 人(
x
) !￡I

,
v x 。甜 , 省。R N .

a l ` , n

a
(
“ , ”

)一弄
,

护
a
(
x , ` (

u
) )

,
D a v

)
, ,̀ , v ` W梦( “ )

,

乙(
Z̀ , ”

) “ 、

界黔 ( x , ` (
u
) )

,
D a “

)
, ,̀ , v ` W梦( g )

·

边值 I’ed 题 ( 4 )的广义 D i r i。 h l e t 形式是
:

求
。 。

命梦( g )
,

使满足

a
(

u , 。
) + 。 (

2̀ , 。
) = (厂

, 。 )
,

v 。 。
译少( g )

.

( 5 )

。 (
: , 。 )和 。(

: , 。 )是 x =

命梦(。 )上
。 的连续线性泛函

,

从而决定了唯一 的映射A
,

刀: 义 , x . ( = 平产(。 ) )使得
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a
(

u, 刀 )
=

(A
u , 。

) b (
u , v

)
=

( B
。 , 。

)
。

于是 ( 5 )等价于算子方程

通u + B u = W ,
,

其 中叽是 .X 中 唯一使 ( w,
, ” ) =

f(,
”

)对所有
”

Xe 成立的元素
·

格式 r 的近似方程为求 枷
。 X

。

使

p
” . A u , + p : B “ 。 = p

o . w ,
,

或等价地

( 6 )

相应 于投影逼近

。
(
u : , 。 。

) + b (
u 。 , v ”

) = ( f
, 。 ”

)
,

V v ” 。X
o .

由假设 ( b )
,

( 7 )

( 8 )

} (通
“ 一 A ” , ` ) }

“
I

,

哥
二

盛A
a

( x , ` (
u
) 一 通

a
( x , ` (

v
) )

,
D a 功 ) l

(
c ,

!l
: 一 。

}I-L,lr ! l切 11二
, , v : , 。 , 功 e

俞梦(。 )
.

由此可知 A 是 D 一半连续的
.

由假设 (
c
) 和命少到 w 少

一 `
的嵌入映射的紧性可以证明 B 是全连续的 〔: 。〕

.

由假设 ( d )
,

(通
“ 一 “ v , “ 一 ” )

二 :

界
, (刁

a

(`
, ` (

“
) ) 一 月

a
( x , ` (

v
) )

,

D
a “ 一 D

a v

) c 。
l
: 一 。

{氛
, , > e 3 `

l!
。 一 。

1.采
, , ,

v
: , 。 e x

.

所以 A 是强单调的
。

由假设 (
。
)

,

( ( A + B )
u , :

)
}!
u
!】二

, ; u
!! m

, 尸

u
11,

, ,

I澎
, ` 。 A· `一 “ ·

,̀
·

, ,`
·

`· ,̀
·

,̀
·

〔
c 4

丁
. ; (

·
) (

·
) }

· “一 、.” ! }
· “ !}: !二

, ·

」

= C `
P 一 1

价 , P 一 }!几!1
￡ q , + co

,

当 }!
u
}}。

, ;
, + oo

-

所以 ( A+ B )是强制的
。

由定理 5立即得到

定理 7 假设 (
a
)~ (

e
)

其 G a l e r k i n
方程 ( 8 )有解

成立
,

那么边值问题 ( 4 )的广义
: n .

设 U
。

为 ( 5 )的解集
,

则 d i s t

D i r i e h l e t 形式 ( 5 )有解
,

(
u , ,

U 。
) , 0 (

n , co )
。
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