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摘 要

本文根据弹性力学中广义变分原理的泛函的构造
,

将「!前所见到的广义变分原理分为基

本广义变分原理和组合广义变分原理两大类
.

文中通过作者在文〔 . 〕所给出的新途径来统一

论述这这两类广义变分原理的建立
,

并阐明它们之间的关系
`

木文还给出了几种新的组合广

义变分原理
,

可作为建立新的杂交 /混合有限元的基础
,

一
、

引 言

近二十多年来
,

随着有限元法的发展
,

作为其基础的变分原理也有了很大的发展
。

为了建立不同类型的有限元模型
,

人们给出了不同形式的广义变分原理` 除了众所周知

的 H
e n i n g e 卜 R e is s

ne
r
广义变分原理和胡海昌一鸳津广义变分原理外

,
最近还 有 O de

n

在文〔6〕
、

〔7〕中给出的本构一势能原理
、

D a y 等人在文〔 8〕中给出的混合变分原理
、

钱伟长

在文〔3〕
、

〔4〕中给出的更一般的广义变分原理等
` ’ 。

随着杂交 /混合有限元模型的发展
,

还可能会出现一些不同形式的广义变分原理
.

目前
,

我们所见到的 广 义 变 分原理尽管

其形式多样
,

但它们相互之间是有一定内在联系的
。

本文根据这些广义变分原理的泛函

的构造特点
,

将它们分为基本广义变分原理与组合广义变分原理两大类
。

基本广义变分

原理包括 H e
川 gn

e r 一R e i s s
en

r广义变分原理及胡海昌一鹜津广义变分原理
;
而其余的广

义变分原理就统称为组合广义变分原理
.

本文首先通过作者在文 〔 . 〕所给出的新途径来

统一论述这些广义变分原理的建立及其关系
,

然后再着重阐明基本广义变分原理与组合

广义变分原理的内在联系
.

除了已见到的组合广义变分原理外
,

文中还给出了几种新的

本文 1 9 8 4年11 月收到

〔 . 〕 罗思
,

关于弹性力学广义变分原理的某些问题
,

庆祝中 : I J大学建校 60 周年力学论文集
,

中山大学力学系编
,
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,
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组合广义变分原理
,

它们都可作为建立新的杂交/ 混合有限允的基础 一
:

本文采用与文献〔帅相同的符号
,

不同处另作说明
.

在这里仅研究小变形线弹 性 的

情形
,

二
、

基本广义变分原理

最小势能原理和最小余能原理可统称为经典变分原理
,

而属于基本广义变分原理的

H e
ill

n g e r 一

eR i s s n e : 广义变分原理和胡海昌一鸳津广义变分原理
,

可称为现代 的变分

原理
。

对于基本广义变分原理
,

文〔叼给出一条直接从与力学中的虚功原理对应的 数 学

恒等式出发
,

来成对地导出成互补关系的各类变分原理的泛函的新途径
,

并论述了这些

原理之间的关系
。

在基本广义变分原理中
,

H e

ill
n ge r一 R e is s n e分广义变分原理是无条件

的不完全的变分原理
,

而胡海昌一鹜津广义变分原理是无条件的完全的变分原理
,

所以

它们两者并不是完全相同的
。

关于这两种广义变分原理的区别
,
胡海昌已在文 〔2〕中作

了论述
.

为了下面阐述方便
,

现先把基本广义变分原理列于下
:

_ 、

1
.
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2
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H e飞飞i n g e , 一 R e厄5 5“ e ,二典变皿广义粪分原理

其泛函式为
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7 )

a 口 二 E火甘 ) u 在日内 ,
`

u = u 在 B :

上

E (甘)口 + f 二 O在 g内
, p 二 P 在刀

: 上

另一种泛函式为

( 2
.

8 )
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一一
带ǹ
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。 = E
T

( , ) u油内
, u 二 u

( 2
.

1 2 )

E (甘) ( A , ) + f = 0 在 g内 ,
,

关于 n
3与n

Z ,
r

:

与 r
:

之间的关系
,

.

飞
’

庵
_

在 B
,

上

E (
v
) ( A。 ) 气 P 在 B

`

文 〔. 〕彭作了论述
,

此处就不再重复了
.

若 : = E
T

伪 ) u
, u = u (在B ,

上 )
,

则由式 ( 2
.

2 )可得

n ( 。卜 !{I{
一

;〔
E

·

( , ) 。〕
下

(
『

这是最小势能原理的泛函的一种表达式
。

。。 ·

( , )卜 ,二
}
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11砰
丁。 “ B

( 2
`
1 3 )

三
、

.

界食广义变分原理
力学中的虚功原理为
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: ( , ,·〕

`。 “ “ ·
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一 E

·

( ; )。 ` “ 一

JJ〔
È ·

)。〕
丁“ ` B二 ” ` 3
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2 ,

口 刀

式 ( 3
.

2) 不仅对连续可导的函数成立
,

而且对 r一义函数也是成立的
。

若仅就式 ( 3
.

2)

本身而言
, o , 。分别可以是互不相关的任意应力场和位移场

,

而不必要求它们是可能 应

力场和可能位移场
.

因此
,

式 ( 3
.

2 )不仅在探讨与证明弹性力学的各种变分原理时 非 常

有用
,

而且还能用来导出各类广义变分原理的泛函
。

众所周知
, 导出各类变分原理的通常途径是

,

从虚功

原理
,

逐个地推导出来
。

文〔 . 〕所给出的新途径与通常途

发
,

由经典到广义变分

同
,

它是从式 ( 3
.

幻出

发
,

首先直接导出最一般的三类变量广义变

最后得到经典变分原理
。

因此
,

它比通常途
气
径
乒理

,

然后导出二类变量广义变分原理
,

更统一
,

更有普遍性
。

并且
,

由于它是成

对地导出成互补关系的泛函
,

所以能避免发生将不同类泛函等同或等价起来的问题
。

下面
,

我们就通过这条新途径来统一导出一些组合广义变分原理的泛函
。

1
.
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:

卜

( 3
.

2 9a )

( 3
.

2 9 b )

( 3
.

2 9 c )

、 . , , 、 。 . :

,
. 。

几, 。 。

臼少j
`

刃 lJ月义p 二 几了
户

戈 p 二
乙

几一 1
一
了

’

ù
`

心

则泛函 H研及 一 户
。 〔
尸

;

去
)就分别变为钱伟长在文〔3〕

、

〔4〕

中所给出的泛函 H诚 `
及cH

;
.

偏
.

第五种组合广义变分康理

将式 ( 3
.

2) 取反号
.

件对第二项 被积函数作如
一

卜变位

一 。 ?
E
了

` , )。 二

专
(。 一 a 。 )

,

A ( 。 一 ` “ 、

、 。 全 : 一

鲁扩
。云

一 。 ` a 。

将式 ( 3
.

3 0 )及 ( 3
.

1 )的反号式代入 ( 3
.

幼的反号式 : lJ
,

N
,

( 。
, 。 , u ) + N

: ,

(口
, 。 . u

) “ 0

弋中泛函N
:

.

鲜
, ,分别为

卜
万

口 食 a 一 a 卫
E

`

( 甘) u 艺
.

3 0 )

可得下列互补关系

( 3
.

3 1 )

V ,
( a

,

￡二 )垒洲舒
’
a 。

`

+

着(c
一 `

叫
“ “

一

`卜
` · ’

Q

一p“好气
一 。 lE “ )

· + `

)u} 洛价
(一咖

。沐
刀 l

了
’

u 扩B ( 3
.

:犷2 )

N : ,

(叮
. 。

· )垒仃{J
。 ,

(卜
。 ·
卜查

· `
A卜 〔E (们 , 少`。

` 。

卜
“

口

·

仃
,

/

而”
一

卜

仃
` P

` 一
, ”

· “ 。

丑王 丑急

( 3
。

3 3 )

由变分式占N
; 二 0或占N

, : = 0得到

E (甘)叮 + f “ 0

A e 一 叮 = 0

2 〔 a 口 一 E
r

(甘) u〕 一 〔e 一 E
`

(丫) u〕 ” o

在日内

在 g 内

在夕内

( 3
.

3如 )

( 3
。

3 ` b )

( 3
.

3 4c )

u 二 u 在刀、上 , P = p

当口
, 。
满足应力应变关系时

.

刀
, 二

庄B : _

1几

一 jI
:

,

,!\ 。 二 一 r
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第六种组合广义变分原理

其泛函式为〔“ 〕

G
l

`。
,
: , 。 )垒J!只

( A。 )
?
E

「

,
.

( , )“ ; t
。 了

·

卜 ;
。 了 a a 〕 一 f

, 。

}
d户

一

丁J
P

·
( U 一 ` )夕“ 一

丁J“
` · “ ”

( 3
.

3 5 )

G
! !

( 。
,
。 , 。 )垒lJJ {

。 了

卜 l
。 , a a + 〔。 ( , ) ( A

·

卜 f〕· “

}
、 、

一

{丁
p
·

“ B 一

{I
` P

r 一
砰”

“ “ B

刀 J 刀 2

( 3
.

3 6 )

泛函民
,

q
:
有些人称为第 11 类变分原理的泛函

.

但由变分式6民 = 0或占G
J , ` 。所得到

的欧拉方程
,

从本义上说
,

并不是弹性力学的三类基本方程
,

因此就不能认为兔
,

夙
I

是

真正的第 n 类变分原理的泛函
.

下面将要说明
,

泛函 G
; ,

q
:
可由基本广义变分原 理的泛

函线性组合而得到
.

四
、

基本泛函与组合泛函

与基本广义变分原理对应的泛函 H : ,

r
Z ,

刀
。 ,

r
。
可称为基本泛 函

.

在 泛 函刀。 ,

r
。
中

,

独立变量为叮 , u , e三类
,

它们的取值范围不受限制
,

而在泛函 IT : ,

r
:

中
,

独立变量为。 ,

u两类
,

它们的取值范围也不受限制
.

如果在 H
Z ,

r
Z ,

汀
。 ,

r
。
中取相同的叮

, u ,

则 可 将这

些基本泛函进行线性组合
,

而得到各种形式的泛 函
. , L

,

如果要求几
,

r : ,

H
。 ,

r
3

中的位移也首先满足位移边界条件
,

那末在 H : ,

r
: ,

H
3 ,

r
3

与

刀 ( “ )中便可取相夙的
“ , 于是井也可与刀

: ,

几
,

刀 ; ,

r : 进行线性组合
.

上述六种组合分义变分原理的泛函
,

都可表示为基本泛函的线性组台
,

具体组合方

式见下表
从表中可政清楚地看到组合广义变分原理的泛函的构造及实质

.

由于泛函 、 ; ,

、 ! : .

L : ,

几: ,

M : ,

M
l : ,

几口
,

二
, ,

。
.

:
、

N ; .

N
, , ,

G :
.

民
:

都是基本泛函 IT
: ,

r
: .

H 3 ,

r
。
的线性组合

,

一
` ’
一 “ ’

一
` ’ 一 一 `孟 ’

一 u 尸 7 一 `了(夕朴含 ) ,
一

” ’ ` ’ 一 `

一 “ 一
`
一

` 一
、

.

~ ”

因此可将它们统称为组合泛函
,

而与它们相应的变分原垃扯可称为组合广义变分原理
.

显然
,

由组合广义变分原理所得到的欧拉方程必定是基本广义变分原理的欧拉方程的线

性组合
,

所以组合广义变分原理并不能提供更多的欧拉方程
,

换言之
,

它们并没有反映

出比基本广义变分原理更多的基本规律
.

针在上述的泛函中
,

K : ,

xK
: ,

对: ,

M
: : ,

L : ,

N
: 及N l :

都是本文给出的新的组合广义变分原

理的泛函
,

而 O de
n
所给出的本构一势能原理的泛函是泛函 K

、
的一种特殊形式

,
D ay 等

人所给出的混合变分原理的泛函是泛函M
:
的一种特殊形式

,

当然
,

通过 文〔们 的途径
,

还能建立其它形式的泛函
.
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表 l组合广义 变分原理的泛 函及其组合方式

文献

本文

木文

〔6 〕〔 7〕

本文

本文

〔9 〕

本文

本文

〔8 〕

〔 3〕〔 4〕

K
:

(仃 , 。 , u ) 〔式 ( 3
.

6 )〕

K
、 ;
(叮

, : , u ) 〔式 ( 3
.

7 )〕

无I, (
。 , 。 ) 〔式 ( 3

.

。 )〕

L :
( 口

, 。 , u ) 〔式 ( 3
.

1 3 )〕

L :
礴口

,
,

。 , 廿 ) 今七( 3
.

1 4 )〕

L厂(
a , u )

`

〔式 (。
.

26 , j
,

M
,

(口
, 。 , u ) 〔式 ( 3

.

2 1 )〕

M
; ;

(叮
, : , u ) 〔式 ( 3

.

2 2 )〕

对 l, (
a

, 。 )

17
( ;
口

,

当口

〔

::
〕

…
本文 {
〔5 〕

!
〔 5〕 }

r
` ( P +

令 〕 ,

〔式 ( 3
.

2 4 )〕

:

g
时

,

n ·刀二 万
` , 尹〔式` 3

·

2 7 ,“

当夕二

宁
时

,
一
凡

(刀
, 、 ) =

。

11
3 一 厂

2

(但 f 二 o ,

E (甘) 口 二 o

。 一 E
r

( 7 ) u
二 o )

刀
3 + 2夕( 17

。 一 刀
。

)

厂
3 + 2夕(厂

3 一 护
2

)

N
,

( 叮
, 。 , u )

N
i :

( 。
, 。 ,

u )

G r
(口

, 。 , u )

G
, ;

( a , 。 , u )

〔式 ( 3
.

2 8 )〕

〔式 ( 3
.

3 2 )〕

〔式 ( 3
.

3 3 )〕〕

〔式 ( 3
.

3 5 )〕

〔式 ( 3
.

3 6 )〕

17
3 一 2 17

2

r
。 一 2几

17
。 一 H

Z + 11
: 带

r
。 一 r ; + 几带

对于精确解而言
,

具有同类独立变量的组合广义变分原埋与基本广义变分原理是等

价的 , 但对于近似解来说
,

一般它们就不一样了
.

对于求近似解
,

某种组合广义变分原

理可能对建立某类有限元模型有好处
,

但如果形式太复杂
,

人为增加计算量
,

全面衡量

就不一定优越了
.

囚此
,

在构造组合泛函时
,

不仅要注意不要把泛函形式搞得太复杂
,

而且更要注意考察它是否具有某些理论或实用意义
。
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