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摘 要

本文运用简单多项式与三次B样条函数结合
,

构造出一种 以泣移二和弯矩M二 作 为 节点

参数的混合条元
,

并对各种典型边界条件下薄板弯曲的静力
、

振动及稳定 问 题 作了计 算
,

数值结果表明收敛精度较高
.

庄研究薄板弯曲问题时
,

文 〔 1 〕提出了一种新颖的混合型有限单元体
,

即对于
.

单元

体的每一角点
,

各赋予三个位移参数
: 功

、 ,

利用应力应变关系
,

等价地变换为一蒯向一秒
为三个位移与弯矩的参数

: W
、

M二 、

M y ·

在这种单元体
_

匕 每个节点的位移
,

弯矩 都

已连续
。

木文以文 〔 1 〕的变分式为基础
,

采用有限条方法
,

构造出混合型样条有限条元

的位移模式
,

并对薄板弯曲的静力
、

振动和稳定问题进行了计算
.

一
、

位 移 模 式

把矩形薄板划分为若干条
,

从中选取一条元 ( 如图 1所示 )
.

条元的长
t

边称为节线
,

在节线上设置若干节点
。

设位移模式为
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a 为沿条元短边方向的插值函数行阵
,

按文〔 2 〕的取法为
a = 〔 a , a : a 。 a ` 〕

` 一
’

冬
十 1一

军
一

*
犷

一

妙季犷` 终 ,

b 6口 艺 3 办 6 D 6
( 1

.

4 )

Y为沿条元节线方向插值函数空间的基矩阵
:

丫 = ( Y
一 , Y o

y
, … Y。 * , 〕 ( 1

.

5 )

若设 l
、 : 分别为板在。 、 轴和。

断轴方向上时边长
,

N 为薄板划分的条元条数
,

M为条
_

~
. _

:
、

二
, 、 , _ _ _ _

, 、
_

二
_ _

护 叨 护。 ~
少匕节线上的样条等分节卉个数

,

则粼
`

·

4 ) 中” 一 `N/
·

容易验 证
,

屿诫
、

舀护都

是连续的
.

在具体的计算中
.

基函数的组成形式要根据具体的边界条件而确定
.

二
、

变 分 式

本文仿照文〔 l 〕
,

定义泛函
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式 ( “
.

` l) 、 l
各项所代表的含义同文 〔 1 〕 ,

C土和 c落分别表示 C。
与条元

一

长边的交线和 Q
,

`
j 条元短边 的交线 ( 已

:

是给足沱
。

值条件的边界线段 )
.

在此式中
.

泛函 [[ 的变呈需满足
一

厂列条件
:

庄C !tL 上
: 二 = 勿

,

在认上
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,
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,
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考虑到为了保证在条元边界上。 和 M
,

的连续性
,

在条元节线 iC 的分点上以二和 M
二

作
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为未知参数
卜

,

因而在整板上应指定满足条件 ( 2
.

3 )中的前三个式子 (注意此时对
。 二

暇
,

卫
。 = 刃

二
) , 而在节线两端的分点处只需以 。 作为未知参数

,

此时 功 应指定 满 足 条件

( 2
.

3 ) 中 首尾两个式子
,

而其中第兰个式子便成为 自然边界条件
.

例如对于典型边 界

条件
,

变量函数需要预先满足下列边界条件
:

( 〕 ) 四边简支板

在 x 二 0 , l处

在夕 = 0 ,

( 2 ) 四边固支板
在 x = 0 ,

在 y 二 O , a
处

功 二 0 ,

M
x “ 0 ;

a
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。

份
……C吐

r

C
、
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口功
乙U = U . 一 下二-

口夕
C

t :

娜 U CD

其它类型的边界条件可作类 似 的 处 理
。

显然
,

若外荷载的分布对称 于 板 中 线 时
,

可 只 取 板

J为二 分 之 一 计算
,

则以节线为对称边的对称条件 ( 凡
` = o

,

图 2

票
二 O )便成 为 自然 条

O 儿

件
,

因而可以不需加以处理
。

考虑均质
、

等厚度
、

正交各向异性的矩形薄板
,

设其弹 性 常 数 为 D 二 、

D y 、

D
,

和

D 。
,

且为方便起见
,

把位移模式 ( 1
.

1 ) 代入 ( 2
.

1 )
,

然后对所得泛函求一阶变 分
,

得到 占

=lT
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D

其中 C是由条元广义坐标 C
“

按顺序排列而成的总广义坐标列阵
,

按 泞通的有限单元法的矩阵叠加法求和 〔” 〕 ,

式中各矩阵表示

( 2
.

6 )

符号兄表示对所有条 元
e
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显然
,

由式 ( 2
.

7 ) 给出的各绝阵均为常数矩阵
,

与条元
。
所处的位置无关

.

记 K
。 二 D x A要凶百夕 + D 夕 B呈⑧ A李 + 它多公遥4 D

二夕 E
, 一 刀

,

( C 夕 + D夕 ) } ( 2
.

5 )

K
` ,

称为板条元 尸 的刚度矩阵
,

它对于各条元均为同一矩阵
,

因而在计算过 程中 只 需计

算其中一 条元
,

然后按对 号入座方法叠加 出整板的总刚度矩阵 K
,

即

K = 习 K
,
、

( 2
.

9 )

这样
,

式 ( 2
.

6 )便化为

“ n 二 “ c ·

(
K C 一

仃
。N

Z
’

` X ` ,

)
口

侮 占n = o 即
一

叮得方程组

d x d了尹 ( 2
.

1 0 )

解此方程组便可求出 C
, 一

再经式 ( 飞
.

1 ) 回代可得到各条元挠度
.

然后 根 据弹 性理论

山薄板内力矩与曲率关 系可计算出各点弯矩
,

扭矩与剪力之值
。

由于在条元纵 向上采用三次 B 样条插值
,

在节线上假设 。 和 M二
都是 连 续 的

,

因

此
,

板中各点的挠度与弯矩都是连续的
.

这与普通有限单元法一般的 协 调 元 大
、

普通

的有限条 〔“ , 忍 ) 等有很大的区别
。

对于矩形薄板的固有振功问题
, 一

其泛函表达式为

:
勺一q一

`

了了
n

,

( ? 卜爪
。 十 五 一

孟一、 今dx 、

曰

针巾 。 为振动 自然频率
,

户

对 ( 2
.

川 )求 一阶变仆
,

为薄板单位面积的质量
.

得

占n
, 二 污c

l

{K 一 护又 户*
B多 L B 丹 C 枪 )

、一

巾 K 是 兰
、

刚度矩阵 ( 2
.

, )
.

若 记

M 二
叉 川 B呀O B

为巴质
一

黔 矩阵 则 或 双
n

{ K 一 。 “
M }C

二二 。

2
.

了3 )

M 称 0 农汀~ 处特征值方程
:

卜门此方程得到 。
.

把与 。 介

相对应的特征矢量 C 回代入式 ( ]

应的固有振刑
,

刘
t

于薄板在林 }jIJ 荷载 与中面力联台作用下的弯曲问题
.

n
: 二 仃 十 l幸

( 2
.

14 )
.

1 )
.

便 可求出 与 。 相对

听采 用的泛 )7IJJ 为

( 2
.

15 )

几由多丫 2

T不厂

.

1 )给出
.

砰 为薄板 }
一

}; 面力势能
:

艾一
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厅· ` 多
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。
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U, 二

引凡愣 )色
` “ ,

愣 )
“ `

呱嚼器 } (召
, 1 7

其 中
,

N 二 、

N 少
、

N玩y 是薄板中面内力
。

在板弯曲间题中
,

内力矩与曲率关系不受中面

内力的影响
。

当考虑外荷载 q 二 。 ,

并设 中面外力是单向力
: 刃二 二 一 p

,

刃乡二 万二 y 二 。 ( 其中 p 为

常数 )
,

则式 ( 2
。
1 6 ) 成为

W
= 一

戳买
’

(鲁 )
“

dx 心
( 2

。
1名 .)

由变分式 创n + W ) 二 0 ,

得

弋K 一 P G } = o
( 2

。

1 9 )

式 中 K 由式 ( 2
。

9 ) 给出
,

矩阵

G 二
叉 E鉴⑧ B ,

( 2
。

幼 )

称为总几何刚度矩阵
。

对于薄板受双向中面力 N 二 = N y = 一 P
,

N口
= o 作用下的稳定问题

,

可仿前 述方法

计算
。

此时式 ( 2
.

16 ) 就是

、 一晋仃! (餐)
“ ·

愣)
2

}
d X d ;

曰

(2
。

2幼

方程 ( 2
.

1 9) 中的总几何刚度矩阵为

G 一

粤《
④ B , 十习时⑧ E ,

( 2
.

2 2 )

其它步骤则与前述相同
。

三
、

计 算 结 果

应用上面推导的公式
,

本文对薄板弯曲的静力
、

固有振动和稳定问题作了计算
。

所

取的薄板为各向同性方板
,

边长为 L
,

泊桑比为 O
。
3

。

计算结果如表 1一名所列
.

通过一系列的计算可以发现
,

尽管 在 ( 1
.

1 ) 式中运用了形式 简单的多项式来与

B 样条相结合
,

但仍保持较高的精度
。

另外
,

三次 丑样条
一

的紧凑性 使 K
、

M
、

石 都成为

稀疏型变带宽矩阵
,

`

刹子节省计算机内存
。
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表 1
四边简支板受场布祥载

。作翔
`

的结果

二
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表 2 四边固 支板受均布荷载 q作用的结果

分戈以 中 心 挠 度 w

N
义 入搜

二仁文条元 {样条有限元
二维综合

离散法
{有 限 元

4 K 4 0
.

0 0 1 3 2 5 5 0
。

0 0 1 2 7 0

6 又 G 0
.

0 0 1 2 6理 3

}

…鹦
6

梦
改

}0
·

0 0 1 2 6注 7

8 又 8 0
,

0 ( )1 2 6续5
1

0
.

0 0 1 2 6 5 1 5 0
.

0 0 1 2 9
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0

。
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二
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-
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·
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0
·
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·
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·
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精确值 0
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0 0 1 2 6 5 3 2 0
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0 2 3 1

乘子 q L
月
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表 3 方板在中心处受集中力 P 作 用的结 果

边 界 条 件

分划 N x M

度 w …边中点弯矩M ,

四 边 固 支

1 又 4

本文条元

0
。

0 1 0 3 2 4

6 义 6 0
。

0 1 1 4 3 5 5

8 X S

糟 确 值

0
。
0 1 1 5 6 4 0

。
0 1 1 5 5 9

本文条元

0
。

0 0 1 1 5 6 0

0
。

0 0 5 4 9 7 4

0
。
0 0 5 5 7 1 1

样条有限元

0
。
0 0 5 4 3 1 0 1

0
。
0 0 5 5 3 68 1

0
。
0 0 5 5 6 9 8 3

本文条元

一 0
。
2 3 6 0

一 0
。
1 3 4 6

~ 0
。

1 3 1 2

0
。
0 1 1 6 0 9 0

。
0 0 5 6 1 2 6 一 0

。
1 2 57

P L Z
/ D

挠一日”非”寸“琳”“ù“”非“火””

乘 P L Z
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表 4一时边简支另一对边 固支方板受均布荷载q 作用 的中心挠度结果

本本本 文 条 元元 样 条 有 限 元 一一…
本 文 条 元元 样 条 有 限元元

分分划 Nx MMM。y 轴 ;。固支
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_
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。
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。
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_
_

条段限6有
x

条条样8

精 确 值 1 9
。
7 39 2 0 9 4 9

。

3 4 8 0 2 4 9
。

3 4 8 0 2

表 6 四边 固支板最低阶固有须率
, , 1 /D
术价 乎V邵

分划 N x M 4 又 4 6 X 6 8 火 8

3 6
。
2 3 3 4 6 3 3 6
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