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摘 要

本文利用 G r e e n 函数研究算子方程离散近似解的渐近展开
.

并给出了非线性常微分方程

两点边值问题和非线性椭圆型方程第一边值问题的差分— 样条配置校正解的误差阶
.

本文在文〔 1 〕的基础上研究更广泛的一类算子方程边值问题
,

解决了多种数值方法

校正解的误差阶问题
,

为并行算法提供理论依据
.

作为特例
,

.

我们研究了一类非线性常

微分方程两点边值问题和非线性椭圆型方程第一边值问题的差分— 样条配置校正解的

误差阶
。

号1
.

算子方程离散近似解的展开

设 G是
, 维欧氏空间 R

”
中的有界区域

,

口是 G的闭包
,
口G表示 G的边界

.

考虑如下的

算子方程边值问题
:

{
A u = f (x

, u

厂u = q ,

农G
,

x ` 日G ( 1
。

1 )

其中
,

A
、

r 是线性算子
,

f
、

q和 :
分别是定义在 G

、

dG和厚上的函数
.

设 F 儿
,

Q k和 U k分别表示定义在 G
,
口G和口上的函数类

.

又设 G *二 G表示 以 入为参数

的网格
。

把 ( 1
.

1) 离散化得到

呀
` 几“ ` = “人f (

` , “ 几)
, ` “ G “

t 厂h u h = 夕 , x 。口G人
.

其中
,

hA
、

hr 和肋是离散的线性算子
,

动 是 定义在网格召h上的函数
.

别表示由定义在 G h
,

日G h和口h上的网格函数组成的线性空间
,

并在凡
,

引入离散范数 I卜}I
; ; ,

I卜11
口h和 11

·

11
。 。 .

( 1
.

2 )

记 F 人,

Q几
, U 几分

口人和 U ` 上分别

定义 1 称离散边值问题 ( 1
.

2) 逼近算子方程边值问题 ( 1
.

1) 是正则的
,

如果下列四

个条件成立
:
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( I )对于任意的函数 ( f
二 ,

、 )
。夕`

,

k = 。 , 1 , … , , ,

问题 ( 1
.

一
, 2之̀ U气

( I ) 离散问题 ( 1
.

2) 的解存在且 唯一
,

并且

}}
,̀ h {{

: 、 (
` 工

]l又h厂( x
, ,̀ h ) J}

: 。 + `“
!! q ,!

。、 ,

其中 。 : , c Z

分别为不依赖于汤
、 f 和几

、 ,

确喇瓶
( l ) 对眨 U 儿

,

O( 寿毛 切
,

有渐近展开式

1 ) 的 解 存 在 且 唯

( 1
。

3 )

A凡` = A。 十另
泣= 1

办

r h u = 厂 ,` + 叉
f

= 1

11 i B i + a h
, x 。

凡
,

( 1
.

4 )

h`乙i + p h , x `口G几
,

( 1
.

5 )

其中
, B i o F 寿一 i ,

乙i o Q寿
一 i ,

均不依赖于 11
,

且

}ta h i}
: 。 (

e 3
ll k今 ’ ,

}!户h }!
。 。镇 c `

人寿
干 ’ ,

c 。 , c ;

为不依赖于 h 的常数
。

( W ) 对任何使 厂(
x , : `

)有定义的
: ,

几h 沂( x , : ` ) 二 f (
x 夕 : `

) + 乞 无`d、 + 6八
, x : G。 ,

(一 6 )
公. 1

其中 id
e F nt 一 i ,

不依赖于 人
,

而

}}6 h }}
F。镇 c 。 ,: , + ` ,

c 。

为不依赖于 h 的常数
。

若在 ( 1
.

4 )
、

( 1
.

5 )和 ( 1
.

6 ) l
一

卜把 h i 换成 居 i 且 all
、

户和砂均有O (人
2爪

一

卜 2

)阶
,

则称相应

的离散边值问题 ( 1
.

2 ) 逼近算子方程边值 问题 ( 1
。

1 ) 是偶正则的
,

并称相应的 ( 1
.

4 )
、

( 1
.

5 )和 ( 1
.

6 )式为偶次阶展开式
。

引理 设厂(
二 ,

妇关于第二个变量 州 + 1 次连续可微
,

则

i ) 厂(
x , 2` 十 另 11￡。 i + , J儿)

二 厂(
,

丫 , 2之

, ·

箕
: “ `

(
口̀

豁
’ ` ’ · :

口 k, 牛
’

“ 十 左i 一 ,

f (
x , : , )

儿
:

v l
- :三

:
`

+ 艺 口砂
L十

`

” +

气
一 l

. ~

下万几只唁 )
+ O (几爪

“ ”

f 一 1

万 j岛
j
’ 1

( 1
.

7 )

“ ) f (
x , “ +

属无
“ `t , ! + , ,儿 ) “ 厂(

x , “
) +

熟
“ ’ ` (

口厂( x
, : `

)
口了z

k
1

、 二 日处十
`

”
`

卜
一

了〔
` 户 )

.

二
~ d z`倪 工十

’ . ’
`

+ 扣 i 一 1 匀1 ! )
一

卜O `人
“ “

一

卜“
,

, 一 1

叉 j k j 二 i

j = 1

… 。

全
: 、 l

… 寿̀
一 土!

( 2
.

8 )

其中
, 。 `
与 h 无关

,

动
= O 抽爪 “ )

,

动 = o (解如
2

)
.
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定理 1 设问题 ( 1
二

2) 逼近 (王
.

1 )是正则的且弓l理的东碑卜成 立
,

则对
.

介F 爪
, q刃气

(l
.

2) 的解有渐近展开式
、

`

` 一 “ +

拟ill ” ` 十
叭 二氏

,

其 中
,

11叮几{}U h簇 e o
h拢

+ ’ , 。 i是边值问题

一
~

旦兰纽困
`

口u

” ` 二 `之一

弄
’ `一 `

,

`
么另

。

全
,

… 。

仓纷
.

一
k: : … k .l一 : !

界
`奋̀ ’ `

一

丹
吞̀

一 ’ `
- 成日扮

假定

x 。` ( 1
.

, )

` 二 1
,

2 ,

一
, 二 ,

的解
。

这里
,

{
衍

r

A” “ 一 ’ “ +

军
: “ B。 , ` 十 “ ;

r “ : = r : 、

全* `。
、

L

、 、 + 。 }
f . 1

x 6 G八
,

( 1
.

1 0 )
x e日G几

,

}
` h”

、 r h v

i = A v i + 万 几`B i
,

j + a

j
二 工

x 6 G 人
,

( l
。

1 1 )
` = r 。 ` +

笼
’ 、 , 。`

,

, 十 。
:

j
` 1

x 。刁G`
,

B `
,

j o F m 一` 一 j ,

乙i
,

s o Q形
一 i一 j ,

均与无无关
.

而

a i
F几成 C ` , x

h沉
一 i + : I, p

{ }l
。 ,簇 C ,

, 2“ ” 一 “ ’ ·

进一步
,

如果通是线性常 ( 或偏 ) 微分算子
,

·” 二 · +

戴
” `

丁
。 G (一 ) ; ` (` )、 , · , “ ,

则 (1

x 。

瓦
,

.

2) 的解 luI 有展开式

( 1
.

12 )

!}刃̀ }}
。 。 ( c h衍

` ’ ,
G ( x

,
t )是 ( 1

·

9 )所确定的微分算子的 G r e e n 函数
, 切 、 ( t )是 把 ( 1

·

9 )的边

界条件齐次化后相应的方程的右端项
.

’

证明 令
’

, 卜
’

刀几= 赵 h -
份

“ 一

烈
口 i , x c G`

,

解出动并将其代入 ( I
。
2 )得

、产̀、 .了
,J月任

,1d.丈

:
刁.

土
`

, .二/吸
、

/.、
A ` u +

戴
”“ 几” ` + , 肠、 · 。八二

, : +

全
入、 ` + 。” )

,

x

叽
,

r `“ +

戴
无书

v ` + 厂五“ ` “ q
, x “口G“ ,

把 ( 2
.

2。)
、

( 1
.

2 1 )分别代入 ( 1
.

2 3 )和 ( 2
.

2` )
,

并注意勤( 1
.

6 )
,

有
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一
~ 一

一一一
一

一 _ ~ 一一一

一
.

~

一
一

~
~ 一~ ` 山 ~

一
-
一

一一
一。

一 ~一一
— -
一

一 ~

叠
“ `A
一戴

“

胃
` ?B ` , , · A“ , “ ·

凳
, `·

卜 , (
· ,

· )
-

一 “
一戴

“
一

。“ , 已

箕
:” `“ `+ “ “ , ·` 。

l 牙:
睡

一

5年

形
_

杭
、

, 一 ` 沉

阁
” ` r ” , +

君
”
界

” `” `
,

, +

戴
“ 只̀了

+ r
“ ”人“ 。 ,

x `口G 几
-

{
艺 入i ( A口 .l +

` . 1 户
B `一 ,

,

, 一 “ , + “ 一 ,一 ` (…
+

戴
`才一 + 。”卜 。 ,

( l
。

1 5 )

习 人i厂v ` +

` . 三

沉

习 h i

`. 0

沉
` 皿

习 h `b`
,

j = 0

j
一 l

{
A h刁h = 占h 一 习 h i占

` 一 0
令

, x “ G”
,

r h刁
二 一

敷雌 x ` 日G人
,

由条件 ( 亚 )
,

可知

jl”八l}
。

; 簇 c h nt ` ’ ·

又据引理
,

( 1
.

15 )化成

爪 皿

习 h i (A
v ` + 习 B .I 一 j

,

s 一 d i 一

i 一 1
j

. 1

口f ( x
. 忍 )

一甘 一 : 一 U `
U U

一 习
`一 !

习 j吞j 二

j ’ 1

d ` : + ”
’

+ 吞̀ 一 : f ( x , : )
一

百砂万
;

不耳二一 k
一
! … k `

一 1
里

+ O ( h m + ’

) = 0夕今一

习 h` (r 沙̀ +

百. 1

:

习西、
一

j
,

j ) = 0

j 一 l

/11|l
es
一

l

…
、

由正则性假定
,

存在唯一的叭满足 ( 1
.

9 )
,

所 以
,

选取 vl’
,

i 二 1 , 2 , … , , ,

分别为边 值 问

题 ( 1
.

的的解
,

定理前一部分得证
.

若 A是线性常 ( 或偏 ) 微分算子
,

据微分算 子 理 论

可知
,

边值问题 ( 1
.

的的解可表成

· ` 一

{
。 G (一 ` , ; “ ` ,“

·

本文定理 1是文献 〔 3〕中第六 章分解定理 ( D
e e o m p o s i t i o 双 T h e o r e m )的推广

。

推论 1 设问题 ( 1
.

2 )逼近 ( 1
.

1) 是偶正则的且引理的条件成立
,

则对介F 沉
,

q。口协
,

( 1
.

2 )的解有展开式

林
产、 沪 沪肠` 尹

_u h = 。 + 习 h Z` v i + 刀h , x o G h ( 1
.

1 6 )
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其中
,

}}刀̀ }}
r , .

簇 c : h: 用 + 2 , 。 ` ( f , i , 2 , …
,

, ) 是边值问题
` n

x e G

.

曰-1
.
佗

。

-ù口为生

/ 厂
_ a f( x , : ) : _ 了 _

, 才 1 口荞一 -
一 , 夏- 一一一一 U ,

一 肠 :

1
’

“ u

+ 习
i ~ 1

习 j k j 二

j
. 1

: 产、 沪

习 B `一 j
,

j

j . 1

口掩̀
+ “

’
十 ` i 一 ` f (x

, 。
)

一丽石不不 二̀
瓦二丁

-

k : ! … k i一 ;
!

.

t J. ` 沪

= 一

界
西̀

一 , ,

,
, x 。。。

( 1
.

9 )
~脚

r

|
.

ll
we||1

.

\

的解
.

这里 d j
、

刀。 ,

j
、
西
。 ,

j
,

B i
,

,和 b i
,

s分别是丸h f ( x , “
)

,

A h“
、

r 八“
、

A h 0 1和 r h 。 `类
_

似于

( 1
.

6 )
、

( 1
.

1 0) 和 ( 1
.

11) 式的偶次阶展开式关于护 i的系数
。

进一步
,

如果 A是线性常 〔或偏 ) 微分算子
,

则 ( 1
.

2 )的解动有展开式

hu 二 · +

凳
” 2

丁
。 G (一 , ) 云̀

, )` 才+

补
,

`砚
,

】] , ` !!
。 ,

( c h
Z娜 + : ,

G ( x
,
t )是定理 1 中已定义的 G r e e n 函 数

.

中 i ( t )是 把 ( 1
.

9 )
`的 边 界

. 日

条件齐次化后相应的方程的右端项
。

马2
.

多种数值方法校正解

本节研究能否用精度为 O (h) 的 m + 1种不同数值方法
:

必
=

今
,

二nG,

u

牛
二 。 , 二。。。 h

,
* 二 1 , 2 , … , m + 1 ,

( 2
.

1 )

口
几

.

,
.

抢
-

.

Ar
夕̀.少、 .飞
、

求得的 ( 1
.

1) 的近似解
,

经过适当的组合
,

使近似解的精度提高到O (hm
+ `

) ?

设仁
.

, )逼近 (1
.

1 )是正则的 ( 或偶正则的 )
,

(2
.

,久的解碑相应地有

·

卜
· +

凳
” ,· ,

,

“ ,
:

,

一瓦
, ` = : , 2 ,

一
1

( 2
.

2 )

优 + 1 ( 2
.

3 )2,...
h

u i …黔礼
·

补
’

,
`

二瓦

其 中碑
= o ( ; `

+ ,
)

,

~ h

; = O ( h
Z沉 + “

)记

…口 1 1 刀 z:
. ` ’ ` . .

… t) x ,
, + 1

( 2
.

4 )
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

… …

U衍 一 U 沉 2
. ` ’ . ’ .

v 衍 , 沉 + x

/月J

!!!
、̀

ffM
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t) 1 a U 一2 刀玉̀ 沈 t 4 ( 2
.

5 )

\ l|
.

…
l
/

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

… …

瓦
,

礁
: ’

…

…硫
, 。 、 ,

ù一
ùM

定理 2 1)设 ( 2
.

1 )逼近 ( 1
.

1 )是正则的
, :

{有展开式 ( 2
.

2 )
,

且对「x

瓜
,

d e t二 、 。 ,

则可以找到二 + 1个定义在 G h上的函数九
,

i 二 1 , 2
,

… ,
m 十 1 ,

使

骂
。`·

{
= · + O `“ ” `

”
·

` , )设 ( 2
.

1 )二近 ( ,
.

1 )是偶正贝lJ的
,

’

u

{有
展开式 ( 2

.

3 )
,

可以找到 m + 1个定义布口。止的函数熟
,

i 一 1, 2, 一 m +
、

玩啤

且对 V农口 h ,

奴 t卫 笋 。 ,

则

骂
, `·

{
二 · + 。 “ “ nI “ ’

证明 仅证 i)
,

ii )的证明类似
。

由假设 ( 2
.

2 )成立
,

用 p 、乘以 ( 2
.

2 )并对 `求和得

川+ 1

万 P :̀ )
二 :

誉
’ 。`

,

卜

云
“

l

由于 d c t M 子 O ,

所以线性方穆组

段
” ,

骂
。`一

+

骂
。 ·̀

{
、 久

,
-

习 P s = 1

i = 孟

用 + l

习 P `v
, ,

i = 0
,

j = 1
,

2 , …
,

m

i
= 1

存在唯
一

解
,

把 iP 取成上述方程组的解
,

便有

岁
: 扩 ’ 一 `

= 。 十 名 丸
i

= l

、
{

= : + O ( , , , ` )
.

定理 2。
i正毕

。

邹
.

非线性两点边值问题校正帆

考虑非线性两点边值问题

`夕 l, 二 厂(
x ,

万 )
, a < x < b

( 3
.

1 )

( 夕 (
a
)
二 万 (乙)

= 0
.

脚
一

{:
,

对。 毛 二蕊乙
,

!: l (
。 “ ,

]’ , :;(
,

、 )连续且与 ( 、
,

。 ) 》 0
.

由不功点理j趁, 可证 ( 3
.

1) 的

的解存在且唯一
。

对 〔a ,

幻作等距分划



一
ō

2)幻刃

盯一3.3.3.
一一

.一、 ..
.

护
竿厂习期 算 J’ 方程近妇解灼 i析近展

_

{尸j 校正
一

~ ~
一

一一 ~ ,

—
-

一
一 ,

- -

一— 一

一一
一

一
一

一
~
甲

,一

— 一
一

。 二石 ( 朴 < 尸
一

< 衡 < 介
, 飞 =
么

其 中
,

介 二 。 + 汗
,

方~
b 一 左

矛I + l

_ .lI
一 : 一 2歹矿十夕; * :

12咨

l一6
一一

= L
(

, 、
,

`
!

* ,

,
.

` {人一 f (
x i

,

, 、 )
,

〔,`
x `
一 , `一 , + “ ( x 、 ,

。 i , + “ x ,
一 g `一

.. .

:
今

ù
今g

.
拄l
,
月会

LL

矛̀

皿
.,、 ...、
`

那么
,

( 3
.

1) 的差分格式和三次样条配置格式分别为

= “
{ ,
`

,

`二 `
,

“
·

… ”
·

歹
。 , : = 0

.

ù即̀一一扩1
ù

肠
I

L
{
, ` = `

: f̀
, ` = ]

,

“
·

… ” ,

9 0 = g n + 一 = 0
。

定理 3
一

设乳和绒分别是 ( 3
.

1 )的差分解箱三 次样 条 配 置 解
,

且武劣 )`
, 〔。

,

幻
,

d么 f ( x
,

穿)
一矛

-

一

连续
,

则

1
, 二

. 、 、 , 、 .

八
, , ` 、

恋`犷i + . 蓄) = g 气工 i ) + L, 气”
一

了
· ( 3

.

5 )

证明 由 T a刃 or 公式
,

:

(
, ( X`
卜 , · ( x `

卜
一

铃
一

; (今 )
(
X ` 3

;;
; 《一 (

X ` , + 0 (“
。 ,

f ( x ` , 夕(二 i ) ) 二 f ( x i , g ( x : ) ) +
一气井

一

夕
0
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