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摘 要

本文在己知某近似特征对的基础上
, `

给出了一个简单和有效的求特征值上下限的方法
,

并且近似特征值肯定属于上下限之一此外
,

文中还提供了一个矩阵特征值问题的 从 单边逼

近精确值的迭代算法
.

对称正定矩阵广义特征值问题的近似解法中
,

太了能算出近似值的误差
,

已有若干

文章 〔`一〕讨论了特征值的上下限问题
,

并且得出了几个可供实用的计算公式
,

但这些公

式并不能回答近似特征值究竞是精确值 ( 指最靠近近似值的特征值
,
似下同 ) 的上限还

是下限
。

本文在已幻某近似特征对的基础上
,

给出了一个比较简单和有效的求特征值
_

L

下限的方法
,

并且近似特征值肯定属于上下限之一 此外
,

文中还提供了一个从单边逼

近精确值的迭代算法
。

一
、

包含定理及其推论

考虑
n
个自由度的广义特征值问题

( K 一 久M ) X 二 0
,

式中 K
、

x
。〔注〕

M为实对称正定矩阵
·

设已用某种方法求得方程 (毛
·

1 )的一组 良好的近似解凡
,

久. = 丸
。 十

X ;M X
。

X :M x
,

( l
。

二

其中X
,

是如下方程的解
:

本文 1 98 4年 9 月收到

〔注〕 良好的近似解定义如下
:

.

设而与第 k 个特征值最接迁
,

将 X .

按特征矢量展开
,

X 。断 士
_

}匹灼

动能系数 x
百
M x 。
中

,

第”个特征矢量的贡献至少占一半
.
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(K 一 久。M )X
: = M X 。 ,

则最靠近久
。的特征值必在久

。
与沪之间

。

( 1
.

3 )
、

证明

的
,

于是有

设成
、 , ;

价
一

1声
, “认提臃咖忍

1 , 1。的梅断
、 直谏到纂已 经归一化

(K 一 久iM )叭 = 0
,

甲
万
M甲` 二 :

甲
屯
K甲、 二 ; ` { ( f

二 i , 2 , … , , ) ( 1
。

4 )

我们把与丸最靠近的特征值记为礼
,

即

1久人一 久
。
1< 1久i 一 久

。

1
,

( f铸 k ; i 二 1 , 2 , …
, ,
)

按展开定理
,

X
。
和 X

,

都可以按甲
: ,

甲
: , … ,

甲
”
展开 :

X
。 = 中C

。 ,

X
: = 中C

;

( 1
.

5 )

( 1
.

6 )

( 1
.

7 )

、

、..、̀、.夕
.`2月C̀…C这里

,

, 二 〔甲 1甲
: …叭〕

,

C
。 =

{
列阵 C

`
待求

。

式 ( 1
.

3) 可写为

(K 一 久。 M )中C
I ` M中C

。 ,

以护左乘上式 两端
,

并注意到式 ( .1 4) 得

( A 一 久
。
1) C

: = C
。 ,

其中人表示对角线上的元素为为的对角矩阵
,

.为单位矩阵
。

由式 ( 1
.

9 )得到

( 1
.

8 )

( 1
。

9 )

{

c
, =

( A 一 久
。
! )

一 `
c , 一 界

}

{

C z

久1一 几
。

C 2

产: 一 几
。

( 1
.

1 0 )

由式 ( 1
。

2) 有

久一 凡 =

X百M x
。

c百中
TM今c

。

X: M X
;

c :中
T

M中c ,

月 .

各
`

:

月

2

`
.

又̀ 一 久
。

。

; (
` 十

忍

名

C
.

么
c 吞

—
二
(奴一 几。 )一

2

`
.

十 习
~

一二 )
`不忑 名

C
介

( 1
。

1 1 )

、 .尹

盆
.
t一2,佗

C一C

盆

`
。

傀 , 一 , 亡
.

,

亏t
~
,

一于一气1 十 滚与
吞k 一 八 0 1 沪介

久几一 之
。

击一 久
。

C
.

十
)

c `

“ 嘱缺
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由于

!久。 一 4。

l/
,

! 不二万 l \
1 ’ ( i子 k , i == z , 2 , … , ,

) 、

并按良好近似解的定义
,

《氓 :c, 因此有

!忍
兔̀ 一久。

孟 s一 沐。

名

l
_

_ ! c ; .

! ( 丫 !一
二~ l ( 1

I
~

了书 1̀ . 吕 l
” C

.

介

于是式 ( 1
.

1 1) 右端的分母大于零而小于分子
,

从而推出

忿

C` ,

1 + 玄 ` ` 生几
一 卜

寻下飞 名
.

, `
。

月 、 、
rl

一

_
-

-
-

一
-

—
洲产 1 ( 1

。
1 2 )

1
:

+

愚奢三念
:

c `

因此可令
沪一 ; 。 =( 耘

一 几)( +1 习
, 二

` 一

l(
.

1 3 )

其中
。
> O

。

得

几. = 奴 + (奴 一 礼 )
。

’

( 1
.

1功

如久
。 < 奴

,

则护> 礼 ,如丸> 叔
,

则沪 < 朴
.

因此
,

最靠近久
。
的特征值必在 .) p

与又
. 之间

,

并且近似特征值礼肯定属于上下限之一
。

定理证毕
。

推论 若 “ 。 ,
x

。

为特征值问题 l(
.

1 )的 良好近似特征对
,

则当 x屯” x
,

取正值时 ; 、
。

为

精确值的下限
,

当 x : M x :
取负值时

, “ 。

为精确值的上限
,

其中 x
,

为方程 (l
.

“ )的解
·

例 1 已知

、|
||/

/2 一 1

一 1 2 一 1

一 1 2 一 1

一 1 2 一 1 ,

。 一 1
对

,

//l||
l

|!l、
、
\

一一K

设已用里兹法求得 ( 1
、

l) 的第一阶特征对的近似解为

。 _ ` _

一 , 1

{
` 。 二 ”

’ ` ” “
’ “ 。 一 下; 5 5 2

}

1
。

5 0 6

2
。
5 0 6

3
。

5 0 6

4
。

0 0 0

4
。

4 9 4

其中X
。
已归一化

。

求解方程 ( 1
.

3 )得



中 山 大 学 学 报 1 9 8 5年

X
,

一 5 1
。

9 0 4

一 9 8
。

7 4 9

一 1 3 5
。

9 2

一 1 5 9
。
7 9

一 1 6 8
.

0 0 4

由于 x伽x
,

为负值
,

因此“ 。
为精确值的上限

.

精确值的下限可从 ( .l “ )求得
:

, ` , .

1
。 。 。 , ` ,

几 甲 二 人 。 个 沪一 _ 一

二 U . U , 了 1 。 。

x岛M xl

二
、

从单边逼近精确值的迭代算法

固体力学中的特征值问题
,

往往下限比上限更重要
,

例如求稳定性 问 题 的临界载

荷
,

出于结构安全的考虑
,

最好能求得最小特征值的下限
,
但现有户勺

的是上限 ( 如瑞利—
里兹法

、

子空间迭代法等 )
。

根据本文第
.

尸节

计算方法往往得 到

给出 的上下限公

式
,

只要用式 ( 1
.

2 )代替瑞利商作为近似特征值的估计式
,

与逆迭代法 相

便地得到从下限 ( 或上限 ) 逼近精确值的迭代算法
,

其步骤如下
:

设初值为 ;
。 ,

x
。

(气不是精确值 )
.

不妨设 x
。
已归` 化

,

即

X :M X
。 一 `

,

进行逆迭代
:

-
- ·

-

( K 一 ,̀ 。 M )X
, = M X

。 ,

求出x :后
,

按式 (为 2衷求得第一次近似
:

结合
,

就宁民方

( 2
。

1 )

( 2
。

2 )

气 “ 心 十

一工一
X百M X

,
( 2

.

3 )

将 X
:

归一化后仍用同一个记号
.

( K一 拼
。
M ) X

: 二 M X : ,

声: 二 lt 。 十
一

一一」一
`

X百M x
:

求第二次近似时
,

用召
。 ,

X :
为初值

,

重复以上步骤
,

即

( 2
。

4 )

( 2
。

5 )

不断重复上述过程
,

求得产
; , 产: , 产: , …

。

序列的收敛性可证明如下
:

设 X。的展开系数 C 。
如式 ( 1

.

7 )所示
,

r

则逆迭代二次后得到的 X 。 的展开系数为

` 盆
_

(久
: 一 产。

)沉 {

{
c :

e 。 二 (几广 产。

)仇
}

一

( 2
.

6 )

{ C”

、

口石万瓦)
玩

-

仿照第一节的推导
,

可得
“



第二期 特征值的上下限和求特征值的一个迭代算法

召用 一 产。 =

么

c
一

鱼
一 二一

P 。 一 :

于〔 : + 又 (
,

恐鱼二考
生

一

)
2。 一 :

二皿 〕

Y r 仙 ,
、

久、 一 产。
’ 一 ` “ 一

’

澎
”
只i 一 祥。 ` , : `

八 ~ 一 m ^ m 一 1 , , 决尹 竹
` “ ` 。

m一 1
- -

一
`“ ~ 几

_ 气 州
一
k

—

一
一— -

一
一一

—

x ;
一 , , ` , 、

牛
、: , 一 : 。

: l 十 二 。
一

扭吧
生 ;’) 2二

一玉
一 〕

、 、

勺” 心
` 一掩 、 一

’

献
`

丸一 气

“
“ -

` , 一

k
州 飞

= (久。 一 “ 。
) ( 1 + e扣) :

。

( 2
.

7 )

nU

少

2
,

.
ù

名̀污其中

影篆瓮
)
’ 。 一 `
炸知

( 2
。

8 )

` +

藻`

兴
,
’ fn 一 `

由于

既会}
<
l,M

以
`

,

州
,

_ .

、 _

; :
.

.

忽少
一 “大:

- . _

, ;
`

一
, ·

由式 ( 2
。
7 )得出

产二 = 久掩+ ( 久k 一 拌
。

)
e 。 。 竺扮

若心> 礼
,

则序列拼
: , 群: ,

… …从下限趋近于叔 ;若拼
。

< 奴
,

则召m从上限趋近于叔
.

最后
,

需要补充指出的是
,

只要初始值 x 。
不与第壳阶 特 征 矢量甲 h正交

,

.(1
3 )进行多次后

,

良好近似解的条件叹氓才靛
满成 “

:

( 2
.

9 )

( 2
。

1 0 )

当逆 迭代

例 2 已知

、 .!J̀J
八U八”1上

2 一 1

一 1

0

2

一 1

0 1
_

r
一

日
_

M “

【
1 ` , 一 0 0

产....t

一一K

求方程 ( 1
。

l) 的第一阶特征值
。

设已用碳科法声得竿, 阶帐征对的近似值
I

尸

1 )

久二 0
.

2 n 3 ,. X 二 之 之 下
’

\ 3 1

取初值
1 1 、 : ;

- - · 1
。 , 1 , 。 【

产
。

= 0
。

2 1 4 3
,

X 二 书喜
书

< 2 》。 . - - - -

一
训14 1

一

皿
、 3 J

求解 (
,

K 二
一

“ 。
M ) X

` = M X 。
得

一 2 0
。

1 3 7

一 3 6
。
2 2子

. 4 5
。

0 8 7}
夕̀..才

l
、

目X
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第一次近似为

拌 a == 拜。 +
l

X
百
M X

:

= 0
。

1 97 8 8
。

求第二次近似时
,

可取拜
。
和经过归一化的 X :

为初值
,

,
几

即

拜。 二 0
.

2 1 4 3
,

X
a 二

一 1

6 1
。

2 4 3

2 0
。
1 3 7

3 6
。

2 2 7

4 5
。

0 8 7

求解 ( K 一 尸。
M )X

: = MX
:

得

{
“ 0

·

’ ” 8

)
x

Z =

}
3 6

·

3 9 7

1
、 4 5

。

3 8 6 1

第二次近似为

“ : = 召。 +
1

X百M x
:

“ 0
。
19 8 0 6

本题的精确解 ( 五位有效数字 ) 为先二 0
。

1 9 80 6 ,

可见
,

本文提供的迭代算法收敛很快
。
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