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摘 要

本文阐述变截面开口薄壁杆件的有限分析法
。

利用托的边界条件和单元体之间的连接条

件
,

建立初参数的传递矩阵
,

化为数值解
.

并进行了误差分析
,

最后给出了算例
.

「

文〔1〕
、

印〕继有限差分法 ( F D )
、

有限单元法 ( E E )之后
,

提出了分种新的 求解 偏

微分方程式的数值方法
,

称为有限分析法
’

(F A )
,

其实质上是和个局部解析解与全局数

值解根结合的方法
,

本文应用 F A 法的基本思想求解变截面开口薄壁杆件的弯曲
、

一

扭转

微分方程组
.

丫一

一
、

弯曲
、

扭转间题的有限分析法
.

:

半截面开
口薄壁杆件弯曲

、

扭转问

题归结为四阶变系数常微分方程组的边

值问愈
.

以图 1 所示的实界线 n 形截面
杆为例一 其中

,

b 为副极点
,

一

取为直角座
标系的原 点

.

ox 轴 取 为 缸面的 对球
轴

, 。 z轴沿杆的轴线方 向
, 。 x 夕:

形成右

手系
.

载荷乡作用点的坐标为《O
,

劝
,
含刃

,

图 1

扭矩M的作用点
: 坐标为勺

,

杆的扭转翘曲问题归结如下模型的边倦问题俩
.
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( l )式 , 1:
,

矩
,

J , 、

E为材料的杨氏模
_

是
,

J y 分另}}是截而对 x 、
刀

G为剪切模量
,

`

F是杆的截面积
, s y 是截面对夕轴 的静

轴白勺惯矩
,

` 脚 。
一 !

; 叨 6
·
, “ 刀是截面又,。。极 。 “ 的扇性离

心喷性矩
,

粉是扭转 {资比矩
.

创
: 一 : ,

)剔函数 ( 当
: ” 饰

、

边界条件为
:

` Z· 。 =

{
; ? l

) 2
d 17是截面 、

·

福。极点 ”的扇性 , 性 矩
,

“ (

一
)

,

alz 时己一 1
,

其杀为0)
.

了蜻
`

`、.了、 l户、几产才

9自乃Ò咦
Z`
、护

`
、
Z龟
、l() 固定支承 ’

{
( 2 ) 固定铰支承

: `

`3 , 舌̀ )z] 铰支承
’

{

言“ 刃“ 口二否= O

若
产 = 刀 /二 0 , = o

言
二 刀 = 口二否二 O

古
“ = 了 = 0“ = O

古
二 叮= e = O

言
护 二 刃I, = 0护 二 g 产 二 O

寻求 ( i) 至 (约的解析解是十分困难的
。

本文采用有限分析的近似解法
,

把变系数的

( i) 简化为常系数问题
.

具体做法是
. 用垂直于杆轴线的平面 ( 称为界面 ) 把杆分 割 成

若干段
,

每段称为单元体
,

把每个单元体近似为等截面体
,

从而把杆的光滑曲面边界面

近似为阶梯面 ( 如图 1 中的虚线所示 )
.

因此
,

在同一单元体内
,

截面的几何量 F
、

J : 、

J , 、

勒
、

与
、

几
b
、

J d是常量
.

于是对每一个单元体
,

方程组 ( l) 简化为
:

石 F ,l’ 一 E匀酬
二 o

E J
、 刀 (毛 ) + E J二石, 0 ( ` ) “ o

一 E S y乙
“ 十 E J y言“

’ = P
·

占(
: 一 : 刀 )

五 J 。 。
二刀“ , + E J 。 。8 “ ’ 一 G J d s l, = M

.

6 (
: 一 : , )

( 5
一 1 )

( 5一 2 )

( 5一 3 )

( 5
一 4 )

上式中字母右上角的
“ 尹” 和 “ , 表示对 “

求导数
。

( 5 )式是常系数常微分方程
,

在 每一个

单元体内
,

它们可以用初参数法求出分析解
.

这些解在内部单元之间应满足动力学与静

力学连接条件 , 在边界单元体上应满足端面的约束条件
.

为了便于求解方程组 ( 5 )
,

今用几何特征量的关系
_

加以简化
:

J , 。 = J , 一 s ; / F
,

J 二
。 = J 二 。一 J易, / J

、
( 6 )

( 6 )式
: ! . J y。

为杆过截面形心
。的夕轴的主惯性矩

,
J 。

。

为主极点
a 的主扇性矩

。

并引入记号
a Z = G J ` / E J 功

。

( 7 )

将 ( 6 )
、

( 7 )式代入 ( 5 )
,

并移项得

口11 一

刀 ( 4 )

卑
酬

二 。

尸
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J w 占“

J 二
口 ( 4 ) 二 0 ( 8
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五 J y 。
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·

舀(
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)

口“ , 一 。 2
口
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·

6 (
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) / E J 二。

( 8 3 )
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( 8一 1 )~ ( 8一 4 ) 分 别 表 示等截面开口薄壁杆单元体的拉压
, ,方向弯曲

、 x
方向弯曲和约

束扭转的微分方程
.

以下应用初参数法分别求出它们的分析解
,
利用单元体之间的连接

条件导出传递矩阵
;
最后利用杆的边界条件

,

建立以杆左端面参数 ( 称为杆的初参数 )

为基本未知量的代数方程组
.

1
。

约束扭转向压

设第 i个单元体上作用有扭矩M 、 ,

M 、作用面的
: 坐标为: , ,

则约束扭转 问 题 的微分

方程 ( 8
一 4 )的分析解为

:

0` ( , )
= 0:
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;
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.
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z , a iG J d i
〔a ` (

: 一 z ,

)
一 s h a i (

: ` z 二
)〕 ( i

二 1 , 2 , … , 。
)

其中0 可
’ 、

试
、

衅分别为第
`个单元体左端面的扭角

、

扭率
、

双力矩和扭矩

·

H:
二 〔a:

,
0
二
。 ,

B
:

,

“ :〕
· ,

( `
二 1 , 2 , … , 。

)

称为第`个单元体约束扭转问题的初参数的状态向量
.

在边界上
,

叫要满足边界条件
,

存单元体之间
.

它要满足作续条件
.

即

{
瓦

一 : 二

弓
,

酷
、 二

可
’ ,

氮
一 , =

可
E J 二·卜 :

,二
: 二 。 z。` 。

:
。 一 ` z。 。 , 。

了
。

( i
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,
3

, … , 龙 ) ( 1 0 )
G J J i一 :

百

( i0) 式中氏
一:

I

官一 去

、

万卜 :
为第 i 一 1个单元体右端面的扭角

,

扭率和双力矩
,

氏
一 :
是

i0
一

庆于
`
的三阶导数

.

记 H` = 〔民
,

可
,

瓦
,

顽〕
T .

由 ( 9 )
、

( 1 。 )两式可得相邻单元体的初参数状态向量之间的关系如下
:
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A ` i ’ 和 E`分别称为第 i个单元体扭转问题的传递矩阵和扭矩M 、的影响矩阵
.

由 l(1 )式可得杆的初参数状态向量叫与杆右端面参数的状态向量百湘勺关系如下
,

A川
+
城AI E 、 二

瓦
, ’ 一

`
一

(12 )

其中A 二
(A

· ,

(A

一
(A

2 )

(A
工) ,

称为杆扭转问题的传递矩阵
. 。 -

一一 沙…
}

数整

,.`

来二 A `” , A `” 一 ” … A ` i 十 ” (艺< , 一 z ) ; A卜
, 三 A `价 , ; A。 = 1

.

( ` 2 )式左端第二项称为扭矩影响项
,

若行受卿
扭年收数目为

“
份) ”

则它应为相应的k项之和
。

其中
子

材`是作用在第 i个单元体上的扭矩
。

利用边界条件和 ( 1 2 )式 , 可求得
、

叫
,
再利用 ( 11 )式便可求得杆的所有界面 的参数

状态向量叫i( = “ ,3
, ~ 一 n)

. 气
· · ,

’ r

,

: 、
, ,

,
.

2
. x
轴方向的弯曲问题

设杆第 i个单元体上作用有集中载荷 p 、 ( 沿
x 方向 )

x 轴方向的弯曲问题的微分方程 ( 8一 3 )的分析解为

「一
`

爬 、 飞 r 式

p ,作用点的
: 坐标为
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一 、 一 ~产 勺 ~, .一中
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一 , 护
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称为 i 单元体祥卜

类似前述有
:

龟、

方向弯」铆问题的初今数状态向量
.
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.

..3 二 , ) ( 1 4 )

其中毛
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。
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.
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、

( 1 5 )式可得

s 一卜。 ; B ` J* =
毛

:

( 1 6 )式中
1

B = B ( ” ) B ( ” 一 1 ) … B 〔“ ) B ( 1 )

B i = B ` n ) B ( ” 一 1 ) 二 ` B ( ` 十 l ) ,

称 B为
x 方向弯曲问题杆的传递矩阵

.
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沿丫方向查曲问题断。参数和杆有端而参数的状态向量
.

利用边界条件和 ( 1 6 )式
J
,

可求 得 l:
,

再利用 ( 1 5 )式便可求得杆任意界面 的 参数状

态向量 ,: 〔̀
二 2 , 3 ,

,

一 ”
)

·

3
.

y轴方向的夸曲问题
一

杆第 i个单元体沿 ,轴方向弯曲问题的微分方程 ( 8
一 2 )的分析解为
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称 为 i 单 元体沿夕轴方向弯曲问题的初参数状 态向量
.

件
,
在单元体之间要满足连接条件

,

即

.

2
.

… 的

在边界上
,

它们要满足的边界条
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M i是作用在 l’单元体上的扭矩
。

由 ( 2 8 )
、

( 29 )式可得
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( 2 0 )

其中

C = C ( ” ) C ` ” 一 士 ) …

K = C ( ” ) C ( ” 一 ’ ) …

C ( 2 ) C了
’ 》 ,

C `” K “ ’ 甲:
+ C `” ’

C
`” `

” “ “
·

c 凌̀ ,
K

`” 军:

+ … + C ( ” ) K ( ” 一 1 ) 甲
o ’

+ K
` ” , 甲

。 + M
`
C `川 C

` ” 一 , , … C `、+ ` , F

称 C为杆沿乡方向弯曲问题的传递矩阵
。

L{
二 〔: :

,

, :
。 ,

L
n = 〔 : · ,

万二
。 ,

M二
: ,

口二
: 〕

r ,

M ! , ,

Q , ” 〕 ” ,

分别称为杆沿夕方向弯曲问题的初参数和右端面参数的状态向量
.

利用 ( 20 )式
、

边界条件以及 ( 1的式便可得到问题的解答
.

4
.

轴向拉压问题

杆第 f单元体轴向拉压的微分方程 ( 8
一
l) 的分析解为

乙` (“ )
= 乙:

+

N : x c ` Q

(
: 一 : `

) - (
: 一 : , )

2

+ll 与
粉 `夕i心x , 孙 )

`

E F ZE J万 Z E J夕 i
t 2 1歹

式中
x c i = S夕 i / F I’

,

乙 N
:是

`单元体白勺轴向位移不手̀内力
,

i己内



山 少
、 `

学
’

学 了民 1 , 吕 5
一

年

T
。 二 〔5

0 .

N
。〕 ’

称为 f 单元休轴向拉压问题的初参数状态向
一

量
.

在边界
_

! :
,

要求满 尼支承午件
, 钧

:

单元

体之间要求满足内力及位移的连接条件
,

可得
:

。 “ , T
{
+ 口立

` G
、

+ p、 s 、 二 `
:
、 工 一

(` = , , 2 ,

一
,` -

其中

( 2 2 )

( 2 3 )

丹备
一

一一G

,

、 .口刃,、 ,.r、,尹
户

r l “ 丝兴军` 、

t 五厂 f l
、

0 1

X c
.

二六
、 ` Z J

一
“ `’

S y i
,

万甲
~

LZ i + , 一 2 1 )
. y .-

一、

了、汉,咬
、

(Ds

称 O` i) 为轴向拉压问题第 i个单元体的传递矩阵

由 ( 2 1 )
、

( 2 2 )式可得

D T:
+ G 二 T

,:

其中
D = D ( ” ) D ( ” 一 l ) … D ( 2 ) D ( l )

称为杆轴向拉压问题的传递矩阵
。

G = D ( ” } D 亡” 一 之) … D `“ ) G l 口立
: + D `” ) D `” 一

” … D :( ’ )

试。立
:

+ … `
·

D `” ’ G一 Q二
。 _ ; + G

,玉

Q二
。 + ’ `“ `” , D `” 一` , 一晓“ “ , s `

类似前述
,

杆轴向拉压问题可以求解
。

二
、

计 算 结 果

由上述可知
,

用有限分析法分析变截面开口薄壁杆件在静载作用下的弯曲
、

扭转问

题
,

最后归结为求解二阶线性代数方程组
.

本文以薄壁桥为背景
,

对各种支承
、

各种断

面形状的杆进行了电算
.

限子篇幅
,

现仅把两端固支的 n 型截面杆的计算 结 果 列于附

表
。

由于各种问题的界面参数

在七位有效数字内关于对称断

面完全对称
,

表中只列出有代

表性的三个界面的值
。

杆的形

状
、

尺寸如图 2所示
。

其中
,

1
、

2 和 3 界面的
: 坐标为 o

、

4 和石m
.

曲线 l 的方程为

于卜上扮习
亨 互

月一
一

ù

一
爪

, 、 『

、

x
(
: ) = a +

4 ( h 一 a
) (
之 一 l八)

2

L
2 ( 2 4 )

a = 0
.

6 m
,

人二 1
.

s m ,

L = 1 2m ,

d , 二 d: = l m ,

d “ Zm
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占, ” 占2 =
,

占
s 二 0

.

1 6 m
.

杨氏模量 E 二 1
.

布 x 10 O T / m
“ ,

剪切模量G = E / 4
.

5 ,

集申载荷尸 = ( l 。
,
0

,

0) T
,

其作用点的

坐标为 (。
, 1 , 6 )m

,

重度为了二 2
.

S T / m
“ .

表 1 扭转问题的界丙参数

罕

派二表 2 X 方向弯曲

卜
、

粉
号

\
\

划
·

参
分

、

数
单 \

元
数

占 占
,

M y Q二 }省
: , 。一 : : z。 一:

M夕 Q劣
:
二 : 。一 : :

: 。 一 :
M , Q

:

ùó一ó一ó口5580693助
ó J一勺通一J扭ù

一1上,ù唯土,
.

人nù八U八Uù“̀U亡d性刃性刀Jq月,n。n.o心0..

…
弓自n舀QOOU六口11̀l`1门上1

n甘八UC甘民é述ùnj乃山孟改
ù
勺曰

J.人1二,八 几0,自O自n乙O乙,目
..

…
O

qùO。ÒO公9
Qlt0 0 一 5 5

。
0 4 1 9

。
2 4

0 0 一 5 4
。
5 0 1 9

。
0 0

0 0 一 5 4
。

6 6 1 8
。
9 4

0 0 一 5 4
。
7 0 1 8

。
9 3

0 0 一 54
。

.

71 18
。
9 2

0 0 一 5 4
。

7 1 1 8
。

92 8
。
1 9 5

3
。

43 2

3
。
5 5 0

3
。
6 33

3
。
6 5 5

3
。

66 1

3
。
6 62

2
。

07 7

1
。
3 43

0
。

8 57 4

0
。
7 41 3

0
。

7 09 1

0
。
7 0 4 6

nló公内匕尸O月r八曰1二叮̀1上O甘O甘口勺,自叮自宁上
..

…
OU八入n己s
n八ù

认
,

89 5

,曰九七O目二任八nUU

ùl,目n灯叮自

J.上

表 3 Y方向弯曲

M戈 Q夕
一 : 刀

: : o 一。
M二 Q夕 刀

: ;。
一 : 刀

: 1 , 一 。 M二 Q粼

7n
.八J才. J生睁口公OQ内甘Ot勺J匀八奋

峨上心上,孟,上

.̀

…
,自今éO曰弓̀乃̀

一 3 3
·
6“ 2

·

“ `

{
` ·

’ 6 ”

一 ” 3
· ” 5 ’ ”

· ” 6

{
, ,“ 4 ,

一 3 2
。
7 2 1 4

。
0 1 }1

。
5 61

2 4 0 0

0 0

0 0

一 3 2
。
3 5 1 4

。

理9

一 3 2
.

1 9 1浦
。

7 3

一 3 2
。
1了 I J

。

7 7

1
。
5 38

0
。

56 48 7
.

6 79 9
.

02 0

0
.

5 3 8 0 6
。

6 1 7 9
.

办感

0
.

51污1 6
.

0 94 8
。

71 8

0
。

5 126 5
。

9 5 3 8
。

62 3

G0

1 ZU

1
。

5 3 2 0
。

5 1 09
、

5
。

9 11 8
。

59

1
.

5 31 0
.

5 107 3
。

9 05 8
.

5 9)

0

0

O

O
.

0
、

2 6
.

05 10
。

67

2 4
。

7 8 1 0
。

32

2 4
。

4石
~

工心
一 24

2 4
。

3 7 10
。

22

2 4
。

35 10
。
2 1
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为明了起见
,

现将 1 20 单元划分格式的部分计算结果示于图 3
.

其中 L , 、

L : 、

L 。 、

L `
分

别是扭转问题的双力矩
、

x 方向弯曲的弯矩和挠度以及分方向弯曲的弯矩曲线
.

图 3

我们 令上述算例中的

h = a == I n l

由〔2 4 )式得 x(
:
) = 1 ( m )

,

这表明变截面杆退化为等截面杆
,

计算结果与等截面 薄 壁杆

件的分析解完全相同
.

以约束扭转问题的双力矩为例
,

分析解函数为 〔“ 〕

创习
= -

· h 。二 一 。、 a
(
普

一 : ,

Za 、 h 竺互
2

(吞、
:

<李)
`

其儿何曲线在任意给定点的标高
.

与本文介绍的方法的对应 涟完全一样 (见 图 4

尹 ! 3孔

Z

! 2 (协 )’

图 4

计算结果表明①约束扭转时所产生的正应力与剪应力属同一数量级
,

与自由扭转不

同
,

不能忽略
.

同时还要考虑弯曲
、

轴向拉压的应力 `
一

②随着杆单元体的逐步细分
,

计

算结果稳定地朝着一个方向收敛
。

三
、

误 差 分 析

1
.

根 据 几何特征量 F
、

S y’ S ” J , 。: 、

J w 卜 J J的定义
,

它们是 `
的函数

,

实际

上是 :
的 复合函数

.

将方程组 ( i
、

)展开
,

包 含 F ` (之)
、

s , `
(
:
)
、

s , `
(
:
)
、

… ,

, 二。` 、

J ,犷 项
,

用阶梯折线代替光滑曲线后
,

化为方程组 ( 5 )
,

实质上忽略包含
x ` 、

(
x `

)
` ,

: “ 的项
,

其引起的误差值计如下
:

当犬 =
常数时

, x ` 二 0为等截面方程
。

役有产生计算误差
.

设
x ` 二 x ` (“ )是光滑曲线

,

不妨设为抛物线
,

用 ( 24 )表示
,

则

了i 二 h8
,

少
-石二不

.

t 板 ,
为

.
冬 )

,, s h
不

, r

=
一一 ; 子行

儿
.
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一 对于微
粉赵

* 一 a
)才、、 , ,

; I , ” 可妙野计
,
当幼

一
社/ ` <人二轰时

,

权略
劣 ` 、

;
、

1三 : 二 【 一 `
·

,
,

: 几
“ .

夕 之
_

声 头 汉 少“ , 了

“

蟹

二声所引起的平均误差小于 。
一

,
.

` 是一般级灌所 , 许的
·

“
,

“” 一 “
, /“ ”音时

,

要 考 虑

, ` 、

x,, 的影响
,

此时对方程 ( 万 )的分析如祥适当修改后
,

仍然可以使用
·

2
。

用阶梯形折线代替光滑曲线
。

为便于叙述
,

考 虑 杆 被 等 分 为
”
个 单 元 体

,

第 i个单元体两端面的
z 坐标分别为 iz

、 : 卜 : ,

记

. 之` + Z ,’ 小 ,

z ` 于一
“ 一

畜一
“

-

2 1一 1

2推
. 二

其中
: 乙

一
* =

弋
二

才
一 二

(
z

尹)
= 。 十

( 2 1一 l 一 n
)

2

( f
二 1 , 2 , 二 , , :

)

、 之 由曲线 : = 肴
, : 二 iz

* : , x 二氏 x ” x( 劝

所围的图形的面积为

.

L
`、产4一3

一
nO乙

+
.自J卜月任

一
2

n+儿
;
`

盛
往ō

一
2

.月̀

庄ō
户`、

a一
甘

九ù

+

。
f

z `+ ,

f二 ` z ) , ,

L
0 二 . ,

_

. a x a z = a 一
J 一 ! J O 儿

另一方面
,

由积分中值定理
,

S
L

= — X

儿
(言)

,

专
。
(
: i , : i 十 :

)

记 , * 二 二
(幼

,

即 s 二 二 :

n

`
.

用二

犷代替
二
(z )

,

二 (z ` , : `+ 工

)
,

而
:
(
:
)用 、 `替换

,

由此引起的绝

对误差为

!二广
一 “

可见
,

只要 :
充分大

,

h 一 a

=
一

3蔽
,

木文叙述的方法之误差可以足够小
。

~ 月 .
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