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摘 要

应用混合方格变量` 链变量作用量作为改进平均场理论的试探作用量
,

用变分法计算了

U (幻
,

,

U ( a)
,

S U (2 )和 s U ( 3 )纯观范场的元方格能量 E P得到这些规范场的 E P 一夕曲线
。

癣释了
,

s U ( 2 ) 和 s U ( a) 规范场为什么没有相变
。

这些结果比单纯平均场的计算更接近于

M o o t e C a r l o 计算的结果
。

近年来
,

在格点规范理论中
,

应用平均场理论讨论纯规范场的相变问题
,

受到人们

的重视如
2 ,

’

,

但单纯平均场理论过于粗略
.

应用于某些规范群
,

例如 S U ( 2 )规范 场时
,

`

平均场理论给出有相变的结论
,

而M o nt e C
a r lo 计算只观察到比热峰

.

为了改进平均场理

论
,

巳提出多种改进方法 (s,
`〕

。

本文应用 ( 4 )中的方法
,

即应用混合方格变 量一链变量

工作量为试探作用量作变分 计算
,

结果应用于 S U ( 2 )规范场时
,

没有发现相变
.

对 U ( 2 )
,

U ( 3 )和 S U ( 3 )规范场也作出了E
。

~ 夕曲线
.

本文计算结果比单纯平均场 的 计 算更接近

于 M o n t e
C a r l o

计算的结果
.

一
、

混合方格变量一链变量试探作用量

在格点规范理论中
,

纯规范场的作用量 S为

: 一岛
,

答“ · `r

认

相应的配分函数Z和 自由能W分别为

Z 一

f
D U 一

D U 二 n d U I

若

( 1 )

( 2 )

W 二 一 I n Z ( 3 )

式中
,

U l为链 l上规范群的一个元素
,

tr l 等于这个群表示的维数
。

夕= 1/ 扩
, g为祸合常

常数
。

尸代表元方格
,

U ;
为组成元方格 p 的 4个链上的 U 的乘积

。

如果用试探作用量 S
。

代替作用量 S
,

引进相应的试探配分函数Z
。

和试探自由能W
。 ,

本文于 198 4年 3 月收到
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。
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它们分别为

( 4 )

( 5 )

利用不等式
、 .声、,矛一

bt了
古.̀、了.、
、

( e x >。 》 e <X ) 。

得

平燕平
。 + ( 5 0 一 S ) o

式中 < 》 。
是生试探作用量 S。中的平均值

。

由以上不等式可见
,
选 S。应使式 ( 7 )右边为最小

.

平均场理论取试探作用量 S。
为

s 。 =

瓜军
R e ’ · U ,

( 8 )

式中
:
为变分参数

,

由 ( 7 )式右边为最小确定
。

为方便起见
,

我们称 U I 为链变量
,

称U ,

为方格变量
。

平均场作用量实际上是将 ( l) 中对元方格变量矶求迹转为对元链 变量认求

迹
,

忽略了各个链变量之间的祸合
。

为了改进平均场理论
,

我们观察到若在 S 。
中将第一

个链变量 u :
改回包含卜 1的元方格变量 u f

= 矶 u :
u才u奋

,

而得新的试探作用量 s
:

为

9111210

s ! = 。
丁、

R
· ` r

( “ f
+

剧
, )

相应的试探配分函数 Z :
为

z : =

{
D U。“ :

则满足

但

如果

是可能的
,

Z : 二 Z。 ,

( S : >: = <S
。

( S >: 今 <S》。

( S》 :
> ( S>。 ,

直接计算得

则由 ( 7 )式可见 S: 比 0S 给出更接近准确的自由能 的 结果
.

这

`、J
`̀

、户noJq
咭上,主

矛`
、山产.吸、

式中

<s >: 一 <s >。 = ,n 。 + 5二二
一 6 m

I n
_ *

_
_

r , 、

爪 。 = 、王Fl 几七 ` r “ 12 。

为平均场理论中链变量 u ,的平均值
.

从 ( 13 )式可见
,

只要式< 告
,

就有 <必
:
> <必

。 .

按

这个方向
,

我们还可以将更多的链变量改回方格变量
,

以得到更好的近似值
。

在计算某一物理量的平均值时
,

还有一种选择试探作用量的可能 性
。

设 is 和 sj 为两

个试探作用量
,

满足

2 1 = Z`

( Sj >j = ( 5 1>f ,

( S》 j 二 <S >̀

设我们求某一正定物理最X > O在作用量为S的系统中的平均值 <X 》为
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人年
~ ` . .` 一` . . . . . .州 . . ~目 .冲曰 ` .̀ .` 户目

一一
., . . . .

一一一
一

一

一
一一一 一一 ~ 一

一
一~ 内一 ~ 一

一
一一 ~ 一 ~ 一~

一
~ · 一~

`

一
~

一
~

一一
一

<X > = z 一

J
D U 一x ( 1 7 )

用试探作用量s,. 或 S,.
,

有以下不等式
:

In ( Z ( X > )> I
n Z i + ( S 一 S矛+ I

n X ) i ( 1 8 )

In ( Z <X > )》 I
n Z i + ( S 一 5 1 + l

o X > s ( 1 9 )

由( 1 5 )和 ( 1 6 )式可见
,

当 ( I
n X > j> <In X ) ,时

,

试探作用量S j 给出比5 1 更好的 Z ( X >的上

限
。

引进平均元方格变量平均值 E p为

” ,

I n
_ , r , 、

乙 p 二 、 t r z 几 e t r U 夕尹

及在匀中的元链变量平均值 m为

l 。 _ ,
_

T 了 、 _

爪 = 、
、

二一二一几 七 L r 口 I Z J

t r l

并取正定物理量X 为

再 。
了

,

一 二一爪 6 t r U 艺)

x = 。 t r l
` , o < 兔<< 1

.

( 2 0 )

( 2 1 )

( 2 2 )

代进 ( 1 8 )式
,

当几很小时
,

得

In Z + 久E夕> I n Z j + < S 一 S j > j + 人二 ( 2 5 )

由于有不等式 ( 7 )
,

上式一般不能给出对 E p的确定上限
。

但若假定试探作用量 句巳较好

地逼近 S
,

使 I
n Z粼 ( S 一 S j > j

,

则若 <R e t r U , > j> ( R e t r U 尸 ) `
,

5 5 就可能比5 1给出较好

的 E p的上限
。

取 is 是混合方格
一

链试探作用量
,

当sj 的方格变量含有给定的方格 U p时
,

它就给出

较大 的 <

弄
R e u 户 = m

.

于是有
一

~
产 ’

~
、

tr l r
’ 一 ’ . `

~
’ `

E刀 = m ( 2 4 )

为了在给定夕下尽可能提高m值
,

应该尽可能地提高在 is 中方格变量数目对链变量数

目的比值
.

我们还注意到当夕不大时
,

E p
主要来自方格 P 附近区域 的 场 变量的贡献

。

在

局部区域可以得到较大的方格变量对链变量的比值
,

我们在局部区域选一组链iU
,

其他

链为U 。 ,

选试探作用量使 iU 和 U。
没有祸合

,

即

S j = S
。

( U ,
) + 5 1 ( U i ) ( 2 5 )

S
。 二

一

告粤
, R·

s ` =

青哥
R e

式中习
声
表示对所有不含 iU 的方格求和

, : 为变分参数
.

于是

刀 一
, 。 _ 二 _了 :

z , =

J
n ` u

。 。

丽
奋

’

“ “ L r口

丁n必
`·“ “ “ `’ 三 z

·
z `

( 2 8 )

代进 ( 7 )式得
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.

2 一
.

,
, 。

_

, `

一 ` n

石乓
一 ` n “ 一 、 。 了一 。 Z j

由 S j 的性质
,

<is 一 S冲只依赖于链变量

U i ,

因此
,

我们只要在 sj 中把尽可能多的链

变量改回方格变量
,

就能得 到 最 小 的 <s] -

S >j值
。

在我们考虑过的局部组态中
,

能 够 得

到最大的方格变量对链变量比值的组态是双层

超立体
,

这超立体的一个 单 元 如图 1所示
。

在 4 维超立体中记空间的三个取向为 1 ,

2
, 3 ,

时间为取向 4
,

则有 6 种面
,

称取向

为 1 2 ,
2 3

, 3 1 的面为底面
,

取 向 为 1 4 , 2 4 ,

34 的面为侧面
。

则每个立方体有12 个侧面
, 6 个上底面

, 6个下底面
.

在每一个双层超

立体单元中
,

有12 个侧面
,

我们全部取为方格变量
,

但 6 个中间面中
,

只有 5 个面可作

为方格变量
,

另一个中间面的边界的 4 条链都已经作为其它面的方格变量 的组 成 部分

了
。

我们称之为一个空位
。

还有 6 个上底面和 6 个下底面
,

全部都是空位
,

其中有两个

为双空位
,

( 需用 9 个面把它围住 )
。

如图 1所示
.

按上述取法得混合方格变量一链变

量的试探作用量后
,

可得

<S ) i = 夕( 1 7 m + i l m 6 + Zm .
)

( 5 1> i = 之( 1 7 。 )

选 S`使 ( 5 5一 S >i最大
,

得

( 3 0

( 3 1

`、.了
.

、 .产
、尹,曰,d月哑丹JodU0了.、了.、

`.̀、` = 夕
(卜

一

翁

一

” : 4 ·

器
m “

)
式中

一 Z r
’

I
“ U ,·

丽
R e t r U r

.

一主一 R e t r U r

t t l

一二
一

R e t r U r

z : =

】
d U ,“ ` r `

川 ,

为单链变量平均值
,

Z :
为单链试探配分函数

, :
为变分参数

.

将 ( 32 ) ( 33 )和 ( 24 )联立
,

便可求得 E P
~ 夕曲线

。

二
、

应 用

从以上的分析可见采用混合方格变量链变量作用量作变分计算
,

只要计算单链变量

平均值就可求得 E 。~ 夕曲线
。

下面对常见的几种李群作计算
.

① U ( 2 ) 群

Z 一 ,

I 。 ( x )

I
:
(二 )

I :
( x )

I。 ( x )

( 3 5 )
之
一2一一尤

宜接计算可褥
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2 一
.

,
, 。

_

, `

一 ` n

石乓
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)
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.
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~,

一
.

一
~

一一一

一
~ 一

一
一~ ~ ` 、 ~ 一 ~

一
~

` . . . 幽丢
.

.

SU〔 3 )

P旧
l仁乃U

- -
一 为炙分

、
十算迫

为阿
。 沙:

C
` .

二。 汁” 泣 — 为变分汁典奴
力M

。 、 (。 Ca而封算缸

图 4
图 6

: 产俱
。

x 乞几

( *

劫
!

而
一

动
一

属
( Zx )

”

n ! (;之
+ 3
+ 竹 + 3 )

二

哀c0庐
“ ,

一含 ( 4 2 )

式中
,

几作为x 的幂级数
,

收敛较慢
,

考虑到 x 不大 ( 义 < 3 )
,

展到

已经比较小
,

因此 ( 4 2 )式可作为Z :
的近似值

,

其中系数勺如下
:

劣 的 2 5次项
,

误差

z一3
一一3

亡c o == 1 c l = 0
, c : == 1 ,

1
` 二 二二 一

’ 2

c
:
二 1

4
亡已=

C一。 =

1 3

7 2
C , =

1 1

1 2 0

=ca 孺
,

二 、
;:

2 3

2 4 0 0
C之王

_ 2 9

7 5 6 0

C I : == 1
.

4 4 9 X 1 0
一 3 5

c : 一二 1
.

7 1 7 X 1 0
一 4 ,

c : e 二 1
。

6 3 7 x 1 0
一 ` ,

c 1 8 二 1
.

2 8 2 x 1 0
一 。 s

c z 。 = 1
。

2 8 2 火 1 0
一 6 ,

c : o = 8
.

3 9 6 火 1 0一吕
,

c : : 二 J
.

6 6 7 x 1 0一
s

c : ; 二 2
.

2 2 9 又 1 0
一 1 0 -

由( 4 2 )式可得
、

c l s = 5
。

1 3 0 又 1 0
一 ` ,

c x。 二 5
。

4 4 0 又 1 0
一 匕 ,

c z , = 4
。

6 9 0 x 1 0
一。 ,

c l , == 3
.

3 5 2 x 1 0
一 7 -

c l。 “ 3
.

3 5 2X 1 0
一 7 5

zC : 二 2
。

0 1 9 x 1 0一 a ,

汽 3 二 1
。

0 3 9 x 1 0一
s

几一二 4
.

0 0 0 x l o
一 1 1 .

。 =

箭瓷一橇
一

斋
’ · `

( 4 3 )

由此得到.E ~ 口曲线与M o at e C a lr 。 计标伪 的比较见图 `
.



中 山 大 学 学 报 工9 8 4 年

. . . . .

. . . .
. . ~ ` 、 讨 论

从图 2 到图 5的比较可见
,

混合方格
一

链 变量变分的计算与 M o
nr

e C at lo 计 算的

E p ~ 夕曲线符合得相当好
。

在我们研究过各种群 ( Z : ,
Z : ,

Z
。 ,

Z 。 ,

U ( l )
,

S U ( 2 )
,
U ( 3 )

,

S U ( 3 )等 )中只有S U ( 2 )和 S U ( 3 )群在过渡区的行为比较平滑
,

其他群或者显示明 显的相

变
,

例如 2
2

和2 3
群或者在过渡区有急剧的变化

.

〔例如本文中的U ( 2 )和 U ( 3 )群纯格点规

范场 〕因此
,

我们的结果在一定程度上解释了为什么S U ( 2 )和 S U ( 3 )群可能没有相变
.
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i n e l u d i n g t五e p h a s e t r a n s i t i o 。 。 : 。 r o s s o v e r r e g i o 。 , 。 n d e x p l a i n e d t h a t

t h e p五a s e t r a n s i t i o n : i n s U ( 2 ) a o d s U ( s ) p u r e l a t t i e e g a u g e s y s t e o s a r e a b s e n t
.

T h e E ,
~ 夕

e u r v e s 。 q r e e w i t h M o n t e C a r l o : e s u l t , 。 n d a r e b e t t e r t h a n t h a t g i v e n

b y s i m P l e m e a n f i e l d t h e o r y
.


