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摘 要

本文提出常微分方程的区域稳定性理论
,

为解决其定义区域复杂的各类系貌的稳定性问

题建立了缤一的理论根据和判别法则
,

文中的结果在生态系统
、

电力系统中有直接应用
。

人
。

M
.

卫二 y 二 。 。 卯 ’ “〕于 1 8 9 2年创立的运动稳定性理论是针对局部小范围的情形而 言

钓
.

对于初始扰动为任意大的情形
,

E
.

A
.

B a p 6 a 。 二 二和 H
。

H
.

K p a 。 。 。 c 。 、 众 〔 3〕于 1 95 2年

通过提出无限大定芷函数建立了全局稳定性理论
.

后来
,

H
.

H
。

K p a c 。 。 c 鱿 M彭
透〕 ( 1 9 5时义

将结果推广到开区球中
,

建立了大范围稳定性理论
.

随着科学技术的不断发展
,

特别是在生态数学
、

电力系统等新领域
,

建立并提出了

各类系统的区域稳定性间题
。

讨论这些系统稳定性
,

如果全区域是开的
.

且较有规则 时
,

则可以通过变换化为全空间
,

用全局稳定性理论或者大范围稳定性理论进 行 讨 论
。

但

是
,

对于区域 中其边界是闭或部分是闭的情形
,

特别是形状复杂的区域
,

前述的稳定性

理论是不能直接应用的
.

本文建立了区域稳定性理论
, ’

之适用于任何复杂的区域
,

从而为解决其定义区域复

杂的各类系统的稳定性问题提供了统一的理论根据和判别法则
。

`

文中的结果在生态系统

和电力系统等方面有直接应用
。

彭 区域稳定性定义和基本定理

考虑摊维欧几里得空间中的一
:
维单连通区域 D

,

这里D 可能是有界的
,

也可能 是 无

界的
,

或者是全空间
,

其边界可以是属于 D (闭 )的
,

不属于刀 (开 )的或邹分属 于D
,

部
·

分不属于D
,

或者不存在边界
,

或者部分边界不存在
.

假设寮点 0 。 力
,

而且如果刀\ D 沪价则要求% > 0 ,

这里

户。 二 户( 0
,
乃\ D ) 二 王i fn }1洲

: 二刀\ D }
,

刀表集合D的闭包
,

币表空集
,

{!刘表
二的模

.

考虑微分方程组
二 二找玄

,

劝 (从 1 )
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其中 x 、

f ( t
, x )为

。
维向量

,

f (忿
, 二 )在域

_ _

“ 一

咚劝
’ `

补
“

科
一 。

中连续且满足局部 iL 孙傅 i t乡条件一同时厂妙
,

0) 二
`

叮

( 1
。

2 )

假设 D 是 ( 1
.

1 )的不变集
,

即对 。二 札> 0时初 值为

雨
:
乒碱̀ 、

x0 : D 的方程组 ( 卫
.

1) 的解 x ( t , 万。 ,

九 )

足满
x ( `

, x 。 , r。 )
: D (对一切 ,》 “ )

显然 x 二 o是 ( 1
.

1) 的 (驻定 )解
.

对满足 x o D的 x定义氛幼为

( 1
.

3 )
,

{ xlllI
.

一 }鳄x{llll,
不又赤币 ) }

,

当乃\户 = 功

当刀\ D 沪劝

( 1
。

4 )

献丸 D \ D ) “ 笼撇 fll x 一 ” }} , 沪扔 \ D } 一

因我们仅在D 中考虑稳定性间题
,

故 当 x 健D 时若(劝没有定义
. _

,

定义七 1 丁方程缉( 1
.

1 )为零解称为在域 D内稳定分如 如果对任意小的
“
> o有占节卢“

,

。
)使当若(

x 。
) < 6时

,

有若(城 ` ,尸
, t。 ) ) <

。
(对` > t。 )

.

矛 _

如果。 二创
。
)不依赖于 ; 。则你为在域 D内一致稳定的

.

零解在域 D 内不是稳 定 的
,

则

称它为在域 D内不稳定
·

也就是说
,

有正数场
,

不管己> o多么小 (尽< 几 )总存在 x0 满 足条

件看(砂 ) < 饥 而且有 0T ) `。使得若(
`

(几
, ` “ ,

l0) ) 一
“ 。 .

定义 1
.

2 方程组 ( 1
.

1 )的零解称为在域公内吸引的
,

如果存在占
。 ” 占。 (`

。

) > 。 使 得 当

氛扩 ) < 占
。
时

,

有

il m 创 x( ` ,

尹
, `。 )卜 。 ( 1

.

扑
卜

争 “

即对任意小的
二

> 饥有少 二 T (
。 , t。 ,

尸 )使得当`》 t。 + T时有

议
二台

,
二 “ , t 。 ) ) <

:
时

如果饥不依赖于才。 ,
T 二 T 〔动不依赖于￡。 ,

尸
,

则你零解在域 D内一致吸引约
.

如果前面的饥可以任意大
, 即对任意的

` 。 “ D关系式 ( 1
.

5 )成立
,

则零 解 称 为 在域

0 内全局吸引的
.

_

零解称为在域。内全局一致吸引姆
,
如果对任意大的

犷
> 。和任 意 小 的 “

> 0,, 存在

T 一 双
“ , 了

)使得对任意的`
卜杨) 0, 只要氛砂 ) <

犷则当 , 》 松卜 T时不等式 (l
·

6 )均成立
,

零

解称为在域 。内一致有界的
,

如果对任意大的
了
> 外 存在 仃 二 叮 (

犷
)> 。 使 得 对 任 意 的

尹
,
扬> 。只要参( x0 )簇

犷便有
、

一
` - ,

r
. -

氛城 , ,

砂
, `。 ) )镬 “ 〔对

才》 几)
一 」

{
一

定义 1
.

3 方程组 l(
·

1 )灼零解称为在域 D内渐近稳定询
,

如果它在域 D内稳定
,

而耳

是在域 q 勺吸引的
.

零解称为在域 D内一致渐近稳定的
,

如果它是在域 D 内一 致洽定 且

是在球D 内一致吸引 殉
·

零解` 一 0你为在域 。内全局渐近稳定为
, {如果它是在 域 D 内 稳

定且是在域 D 内全局吸引的
。

零解x 二 O你为在域 D内全局一致渐近稳定的
,

如果 它 是在

域 D 内一致稳定
,

且在域刀内一致有界
,

同时它又是在域D内全局一致吸引的
。
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定义 1
.

4 假设存在域 D 内定义的实连续函数 f( x)
,

f ( 0) 二 O
,

如果定义 1
.

1
,

1
.

2
,

1
.

3中有关域 D 内的稳定性的定义如 (一致 )稳定
,

(一致 )吸引
,

(一致 ) 渐 近 稳定
,

全局

( 一致 ) 吸引
,
全局 (一致 )稳定

。

均是在条件 f( x0 )》 。下成立的
,

则相应 地 称 零 解对

f( 义 )异 O在域 O内条件 (一致 ) 稳 定
。

条件 (一致 )吸引
、

条件 (一致 )渐近 稳定
、

条 件全

局 (一致 )吸引
、

条件全局 (一致 )渐近稳定
,

简称为有相应的条件稳定性
。

{ 现在考虑域 D 内定义且连续的函数w (
:

)及在域 G或域 D 内定义且有连续偏导数的 函

数下 ( t
,

x )或V ( x )
,

其中平 ( o ) 二 0
,

V ( I ,

0 ) = 0 (对 t > o )或V ( 0 ) == 0
。

定义 1
.

5 函数V称为在域 O内常正 (或常负 )灼
,

如果在白勺有V ( t
、

x) ) 0( 或 ( 0)
.

在

域 D内常正和常负的函效称为在域 D内常号的函数
。

函数班 (
x

)称 为在域 O内定正 (或定负 )的
,

如果刘任言( x) 笋 O
,

均有W ( x) > 0( 或 < 的
,

函散V ( `
, x

)你为在域 。内定正 (或定负 )为
,

如果存在域 D内定正 (或定负 )的函效 W ( x)
,

使得在G内有V ( t
. x

)> W (
x

) (或 V ( t , x
)成 一 W (义 ) )

.

在域 D 内定正或定负为函数统称为域 O内定号的函数
。

定义 1
.

6 函数 V ( t ,

x) 称为在域O内有无限小上界
,

如果存在函数 W .( 劝
、

W ,( 。 ) = 。

便在` 中满足 }v ( ,
, x

) 1( W . ( x )
.

函数 V ( , ,

x) 称为在域 O内有无限大下界
,

如果存在连续 函数W .( x) 使得 在 G 内满足

4
.

V (￡
, x

) }》 W
一

( x )
,

而且

l ; rn W .
( x ) = co

。

省`万 ) 碑 .

一般把 “ 庄域 D内定 正
”
简称为

“ D 内定正
”

等等
,

而且用 V在域 D 内定正
、

有无限

小上界和无限大下界表示定为正
、

无
,

限小上界和无限大下界均庄域 D内成立
,

’

而不必 对

每个定义都冠之于
“
在域 D 内

” 。

我们可以将关于李唯聋诺夫稳定性的定理和关于全局渐近稳定性定理推广成域 D 内

的稳定性定理
。

大部分定理的证 明都可以把原来定理的证明在区域 D 的限制条件下 类似

地讨论
,

这里
,

仅列出基本定理的推广及证明关于域D内全局渐近稳定性的定理
。

定理 1
.

1 方程组 ( 1
。

l) 的零解在域 D 内是稳定的
, 如果存在 D 内定正的函数V( t ,

x)
。

其通过 ( 1
.

1 )的全导数材在 D 内常负
.

如呆 7 ( `
,

对在 D 内有无限小上界
,

则 l(
.

1) 的零解

在D 内还是一致稳定的
。

定理 1
.

2 方程组 ( 1
.

1) 的零解
x 二 o 在 域 D 内 是 一 致 渐 近 稳 定 的

,

如果存在函数

V ( t
,

x)
,

它 庄D 内定正具无限小上界
,

而全导数 r 在D 内定负
。

定理 1
.

3 方程组 ( 1
.

1) 的零解在域 D 内是不稳定的
,

_

如果存在函数 V ( t ,

x)
,

它 在 D

内有无限小上界
,

亡在D 内定正
,

且对一切 t > 。有任意小的
: 。 。 D ,

使V (t
,

x0 ) > 价 或者

~ 一 一
。 , , , , , 、

一 一一一 二 八 一 , 」 _

~
、 _

沙丫
, , , 二 , ,

~ 一
,

\
_ , 了 , ,

. _ _

、 , ;
_

、 。
存在函数V(

t
,

x)
,

在 D 内有界
,

且在 G内成立拱牛 = 又环 + W
,

其 中通> O
,

W ( , ,劣 )为 常 号’ ` J

冲 ~ ~
’ 、

” ” 了 ’

脚一
` 、 诀 ’ 刁 7 ` ’

-

一 一一
` 刁 l,

~ 一 山

函数
,
而当W笋帅寸对一切 t> 。 ,

有任意小的
x ”。 D 使 V ( t ,

x0 )
、

详 (t
,

x0 )> 。
。

仁 }定理 1
.

4 方程组 l(
.

1 )的零解在区域 D 内为全局一致渐近稳定 的
,

飞如 果 存 在 函 数

V( ,
,

劝
,

它在D内定正
,

具无限小上界和无限大下界
,

且夕在口内定负一
、

冲 征
`

依定理很设
,
在域 D 内

,

存在连续函数班s( x) 又
: 二 1 ,

之
,
3 )使得在域亡内 满 足 :

又
、

川
:

二平
:
x( )喊 F (谬

,

约 ( 叭 (幼
,

、

入 : ,

约 ( 一 W抓幻
’

“
一

. ’ 、 .

(1
.

7 )
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而且
`

1/ int 环
” ` ( x ) = oc ( f= x , 2 )

,

套( x )如 ( i
。

6 )所示
.

左( 劣 ) 斗 .

根据定理 1
。

1 ,

方程组 ( 1
。

1) 的零解是一致稳定的
。

现在证明 l(
。

1) 的解在域 D 内是一 致有界的
。

对任意大的
: > 0

,

取M : 二 s u p 平 :
(

x
)

,

三( 二 、 ` r

由于W
:
( x) 连续且 il m 平

:
( x) 二 co

,

因此存在 a > o ,

使得牙
: ( x) 《 M :时氛 x) ` 叮 ,

于
君( x )

呻
.

是当互( x o
)《 r ,

对任 t。> o ,

( 1
.

1 )的解 x (艺
, x 。 , ￡。 )由域 D的假设有

x
( t

, x o , t。 )。 D `对班》 t。 )
,

且由于在 D 中有 ( 1
.

7 )即亡(t
,

x) ( 。 ,

因此依 ( 1
.

7) 更有

W
:
( x ( t , x o , t 。 ) )《 V ( t , x

( t , x o , t。 ) )《 V ( t。 , x 。

)《 W
:

(
x o

)《 M :

于是专( x( : ,

x0
,

t
。

) ) ( a ,

这就证明了 ( 1
。

1) 的解在域 D 内是一致有界的
。

再证明 ( 1
。

l) 的零解是在域 D内全局一致吸引的
。

对任意大的
:
> O ,

和任意小的
。> O ,

(￡< p 。
)

,

由前面证明的一致有 界 性
,

有 a = a(
,
)

,

再 由 平 s( x) 连 续 且 W s( 0) = 0,

l i m 平 i (
x

) = oo (
s = 一, 2 ,

3
,

i = i ,
2 )知道有

主( X ) 一 , ,

l = i n f
e ` 占( , ) ` 口

平
:
( x )

, 二 : = s 。 p 评
:

( x )
( X ) 峪 r

( 1
。

8 )

对 Z> 。又有产> o使得氛 x) < 产时平
:
( x) < l

,

且

1. = i n f w
:
(

x
)

, 。 二 i n f 平
:

( x ) ( 1
。

9 )
科 ` 三( 劣 ) ` 占 拼` 君( x , ` 口

令 T = T (
。 , :

) > (二
: 一 l余 ) / m ,

则对 ( 1
。

i )的解 x ( t
, : o , t。 )

,

如果言( x 。

) < r , x o e D
, t 。 ) o 则

由域D 的定义
x

( `
, x o , t。 )。 D (对 t》 t。 )依一致有界性夸( x (艺

, x D , t。 ) )《 叮 ,

我们证明在〔t。 , t。 +

T〕区间中存在 .t 使得以以户
,

x0
, t 。 ) ) ) 环

,

否则 ` 。〔0t
,

0t + T 〕均有言( x( t ,

x0
,

ot ) )》 声
.

于是 由

( 1
。

7 )及 ( 1
。

8 )
、

( 1
。

9 )得
V ( : 二 ( ,

,

一
,

: 。 ) ) 、 V ( 。
) ,

一卜 I::
` r “ (:

, ·
( , ,

二
,

,。 ) )“ !

、 二
:

( X 。
) 一

::J
` ,
平

:
( X “

, X 。 , `。 , ,“ ` ( 二
!

一 ,
’

< `’

而由 ( 1
.

7 )及 ( i
。

9 )又 有
: V ( t , x

( r , x 。 , t。 ) ) W
:
(

x
( t , x 。 , t 。 ) ) > 1. 与 上 式 矛 盾

。

因 此 有
t . 。 〔 t。 , t。 + T 〕使得考(

x
(:二

x o , t 。 ) ) < 产
-

这样
,

当 t > t。 + T 》 t’ 时由亡( 0及产的定义得

W
`
( x ( t , x o , t。 ) ) ( V ( t , x

( t , x o , t 。 ) ) ( V ( t气
x

( t . , x o , t。 ) ) 毛W : ( x ( t .
, x o ,

t。 ) )叮 l

依 ( 1
。

8 )中 l的定义便证明了当 t》 t。 十 T时有

考( x ( r , x o , t。 ) ) < 。

由于 T = T (
e ,

)r 不依于 t。 , x “ ,

所以零解是在域 D 内全局一致吸引的
。

根据定义 1
.

3 ,

( 1
.

1) 的零解是在域 D 内全局一致渐近稳定的
。

口

考虑自治微分方程组

忿 = f ( x ) ( 1
。

1 0 )

其中 f (x) 在域 D内连续且满足局部 L IsP
c ih tz 条件

,

了(O ) 二 O
。

类似地可以证明

定理 1
。

5 对于方程组 ( 1
.

10 )如果在域 D内存在无限大定正函数V ( x)
,

其通过 ( 1
。

10)

的全导数夕在 D 内是常负的
,

而且在集合M = 笼职夕 ( x) 二 。 , x o D } 上不包 含组 ( 1
。

1。》
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的非平凡正半轨线
,

.

则 ( 1
。

10) 的零解是在D 内全局渐近稳定的
。

定理 ,
。

6 对于方程组 ( 1
.

1 0 )
,

如果它在刀内的一切正 半轨线均不趋于无穷或者 D \口

( 如果 D切奔价 )
,

同时存在在 D 内的定正函数V x( )
,

它通过 ( 1
.

10 )的全导数是常负的
,

而且集合M = { :x 夕( x) 二 o
, x o D } 不包含任何非平凡 正半轨线

.

则 ( 1
.

10 )的零解是在

D 内全局渐近稳定的
。

〔例 〕 考虑 V o l t e r r a 生态系统

耳

分: 二 x 。

(
, 、 十 名

a 打 x )j
,

矛
’

上

1 , …
, ( l

。

1 1 )

这里 X
:

表示第
,
个种群的数量密度

,

因种群数量不能变为负值
,

故仅需在 x ,

》 。或 x ,

> 。

中讨论
。

因此可行区域为

D
。 = 谧(

x : ,

…
, 万。

)
x :

) 0
, : 二 1 ,

…
, , : 乡

D . 二 { ( x : , … , x 。

)
: x :

> O : = 1
, … , n 全

D ` 二 { ( x : ,

…
, x 。

)
: x i 》 0

, x j > 0
,

j 0 1
,

1 o J
,

1 U J 二 羞i , … , : )
,

1 n J 二 功 )

其中域 D 。
其种群可能绝种 ( x , 二 O )

,

域 D .
则不考虑绝种情况 ( x :

沪 O )
,

域 D :
是部分可能

绝种 (`
。 I时 )部分不考虑绝种 ( j o

J 时 )的情形
。

由方程组 ( 1
.

1 1 )的形状
,

显然当 x 。 。 D
。
时必有

,
( t , x 。 , r。 )。 D

。
(对 t夯 `。 )同样当

x . o D
-

时有 x ( `
, x o , t。 )

。 D 一
(对 t ) t。 )

,

而当
x o o D ;

时亦有
x

( t , x 。 , r 。 )
。 D

,

(对 t ) t。 )
。

即只要 驻定

解 x . o D 。 , x , 。 D 。
或者沪

。 D
l ,

便 可 以 考 虑 在 D
。

内
,

D .
内或者 D

,

内关于 解
x =

.x

的稳定性
。

例如对于驻定解 x 、 = 0
, x 、 ” 介 . ,

xl’ 二 。
,

x , 二 戈帝 相应地可以取 V函数为

月

r
。 ”

买
:
夕

: x `

r 一 “

戳 p
,

(

V : “ 习 ..P ix

云8 1

丸 一

心
一

:xl
”

含
)

+
习 P`

(
x j -

J o
J 二

, X . 、

一 X
.

上n

一
` 一

矛
. , 自 沪 阅口 ,

I J 人 -

其中热> O (
, = 1 ,

…
,

幻
.

它们对各自的域 D
。 ,

D . ,
D

;

均是域内的定 正函数
,

具无限小上

界和无限大下界
。

例如对域 D
, ,

在 D :
内的函数矶的无限大下 界 性 质 要 求 七( x) , 。 时

瓦 , co
,

即当 xl’ , oo 或 x] , co 或 ix , 。 ,
f o l

,

j o
J 时矶~ oo

。

域 D
,

内的稳定性又 称为

扇形稳定性
。

怪2 临界情形的区域稳定性

区域 D如前面所定义
,

考虑微分方程组

诊= F ( t ,

的

其中夕
、

F为P 维向量
,

F ( t ,

0) 二 0( 对 t ) O)
,
F在域D 内的原点 g = 。

展式系数为 t的有界连续函数
。

( 2
。

1 )

邻域是 y的正则函数
,

定义 2
。

1 如果对任意连续函数 G ( t
,

的在域刀内的原点邻域内满足
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llG ( t
, , ) 11< K ll, 11

讨 . , ,
K > 0

时方程组

令= F ( t
, 夕 ) + G ( r

, 封 ) ( 2
.

2 )

的零解在域D内是 (一致 )稳定
、

(一致 )渐近稳定
、

条件 (一致 )稳定
.

条件 (一致 ) 渐近急

定或者是不稳定的
,

则 阳应地称方程组 ( 2
.

1) 的零解是不依赖高于 N次项 (一 致 ) 稳 定
、

《一致 )渐近稳定
、

条件 (一致 )稳定
、

条件 (一致 )渐近稳定
、

或者是不稳定的
。

现在考虑微分方程组

{
夕= F ( t , , ) + Y ( r , 梦 , z

)

之 = Q z + Z (忿
, y

, z
)

(。 ) ( 2
.

3 )

(右)

其中g
、 z
各为 P

、

口维 变量
、

矩阵口 ,l0特征方程为很均具负实部
、

F
、

Y
、

Z是夕
、 z
的正 则

函数
,

其系数展式是印勺有界连续函数
。

而且

F ( `
, “ )

= 〔“ 〕 , ,
Y (`

, “ , “
)

=

撰
_

Y
·

( `
, “

) y 〔” ,
Y 。

( `
, z

) = 〔“ 〕
r :

吸2
。

4 )
Z ( r , 封 ,

0 )
= 〔y 〕, ,

Z ( t ,

0
, z

)
= 〔 z 〕: , s D

》 0
,

T
s

》 1 ,
k> 2

,

这里 , ` ’ 〕是 , 的 :
次型

,

可排列成 或
` 夕一 ’

维向量
,

Y
:

为 p 又 《
` p 一 ’

维矩阵
.

定理 2
.

1 如果存在正整数 m ,

使得 ( 2
.

4 )的右端参数满足

扰 < k + m i n

T ￡ = : ( 2
。

5 )

即表示Y关于
z
的一次项展式中夕的最低次数与 k之和大于 m

,

而方程组

夕= F (t
,

妇

钓零解在域 D 内是不依赖高于 m次项稳定
、

渐近稳定
、

条件稳定
、

条件渐近稳定或 不 稳

定的
,

则对方程组 ( 2
.

3 )的零解在域 D 内育相应的稳定性态
。

定理 2
.

1可很据前面的结果仿照〔5〕类似地证 明
。

〔例〕考虑 V o l t e r r a竟争系统 的临界清形 (见〔6〕( 2
.

5 ) )

* * = 一 z 。 ( ( D *。 一 刀 ; , D二七。
, 。一 D 。 , D二长D二功

r o z * (刀。、 一 刀。
.

D二七D , : ) )
z *

一 衬 一 “ 、 、 一 托“ 一 “ 扩一 P P一 尹 泥 一 “ 尸一 P刀 一 P户一
J一 “ 一 伟

一
“ , 一 伟

`

尸 尸 P 一 r 人
尹 `

,

+ ( D * , 一刀。 , D二饭D , ,
)

: , + D ; , D二七
z , )

J沙扩 护 J廿

么, = z
r

( `
r 。 一 (D

, * 一 。 r , D二气。
, 、 一 D

r , D二气D二二D , 。z : ( D ** 一 D 。 , 刀二七刀
, * ) )

: *

j口 召声 J r 召声 J口 ` ` 日尸 J`

一 ( n
r , 一刀

r , n 二饭。
, )

z , 一 刀
, , D二长

: , )
`

口

召产 J口 召`

含 , ” 一 D : , ` , + D ;
,

z
r

d
一

。 + 夕
·

(片
; ) + 夕:

(
z
)
` 。 + 刀:

(
z
)

z ,
-

如果 d
r 。 < O

, 一 D ” 稳定
,

则 由方程右端知对
: 、而言其右端关于补

、

知为展式 中 介为

1 次
,

而 k = 3因此根据定万 2
.

2
,

取 m = 2 < 4其在 域 D 二 { (
: 寿, z : , z p )

: z 盏> 0
, : ,

) o
,

x汐》 一 1 }内零解的稳定性态可由方程组

,再一
z ; ( D ; * 一 D。 , D二弘

D , 。 )
` *

不依赖高于 2次项的稳定性态决定
。
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考虑微分方程组
x = f (`

一x )
·

( 3
一

1》

共中
x
为; 维向量

,

假使 f o
,

x) 在域 G = 笼(`
,

x)
, t ) o

,

。 D } 上连续
,

其中D是砂内
。 维 单

连通区域
。

假定
二 o o D 时

,

( 3
.

1 )的解
x

( t , x o , t。 )
。

D (对 z》 r。 )
.

定义 3
.

1 称方程组 ( 3
.

1) 的解在域 O内有界
,

如果对任 t 。> 。 ,

xo o D 均有 “ = “ 《t0
,

介》
> 0 ,

使得 ( 3
.

1) 的解对 t ) 0t 均有
、

:

省( x ( t , x o , t。 ) ) < a
.

’ `

( 3
.

2 )

称 ( 3
.

1) 的解为一 致有界的
,

如果对任 意 大 的 , > 0
,

有“ =
a(

,
) > 0

,

使得对任 t。 ) 0
,

七(
x o

)蕊
: ,

均有七( x ( r , x o , t。 ) )镇 a (对 t ) ,。 )
.

定理 3
.

1 对方程组 ( 3
.

1 )
,

如果存在函数 V(
t ,

x)
,

在域 D 内定正
,

具有无限大下 界
,

而亡常负
,

则 ( 3
.

1) 的解在D 内有界
。

证 由V ( t ,

x) 在D内定正
,

知在D 内有连续函数W ( x) 使得在D 内 V ( t ,

x) ) W ( x) 而

且由 V具无限大下界
,

知 卜m w ( x) = co
。

因此对任意 均x0 〔 D
, t。》 O存在 a > O ,

使
差(劣 ) 、 .

得 当古( x ) ) a ll寸
,

W (
x

) ) V ( I。 , 二 。
)

于是由亡常负知对 ( 3
.

1) 的解 x (t
,

x0
, t o) 当 t ) 10 时有 ,.

W ( x ( r , x o , 一。 ) ) ( V ( t , x
( r , x o , I。 ) ( V ( r。 , x ( r。

, x o , 1̀ ) ) = V ( r。 x 。

)

根据 a .’fJ 定义便得七( x( t ,

x0
, t。 ) ) < a

。

故 ( 3
.

1) 钧解是有界的
。

口

定理 3
.

2 对方程组 ( 3
.

1 )如果有R > O且存在函数V ( t ,

x)
,

它在域七( x) 》 R 内定正
,

具

无限小上界和无浪大下界
,

而亡常负
,

则 ( 3
.

1 )的解在D 内一致有界
。

证 由V ( t ,

x) 的性质知有连续函数W
:
( )P

,

W :
( x) 在省( x) ) R内

。

而且 1i m

君心二 ) 叶 .

W
:
(

x
)簇 V ( t , x

) 《 W
:
( x )

W ` (x ) = oo
。

( i = 1 , 2 )

于是对任了) R有
, = s , t。 下犷:

(
x
) > 0 :

对又有 a ) R使得当七(
x

) > 口时W
:

(
x
) )

,

R̀ 差(劣 ) ` 下

对任意的 t。 ) o
,

七(
x o

) < :
( 3一 )的解

x
( t , x o , r。 ) 〔 D (对 t )

’ 。

)而且当七( x ( t , x o , t。 ) ) < R

时 ( 3
.

2 )成立
,

而当R提专( x ( , . , x o ,
r。 ) ) ( , 付

,

住夕蕊 。对 , ) ` . 李 r。得

W
: ( x ( r , x ” , I。 ) ) ( V ( t

, x ( t , x ” , r。 ) ) ( V ( :气
x

( t . , x ” ,
t。 ) ) 《 VJ

:
( x . :

) ( r

根据口的定义有言( x( t ,

x0
, I。 ) ) < a故 ( 3

.

1 )的解是一致有界的
。

口

定义 3
.

2 方程组 ( 3, 1) 称为是在域 O内耗散的
,

如果存在常数 a > O
,

使得对任 t 。》 O ,

x o 。 D均存在 T = T ( r。
, : “

)
,

当 r ) t。 + T 时
·

有

七(
x

( r , x o , t。 ) ) ( a ( 3
.

3 )

如果对任意大的
:
> o

,

均有 T = T (
:
) > 。 ,

使得对任 t。 ) 。 ,

省( x0 ) < r ,

当 t》 t
。 + T时

( 3
。

3) 成立
, 则称 ( 3

。

l) 在 D 内是一致耗散的
。

.

定理 3
。

冬 假设对方程组 ( 3
.

1) 在域考(劝 〕 R内存在定正函数犷 ( t
,

幻
,

具无限小
:

上界

和无限大下界
,
且夕是定负的

。

则 ( 3
.

1) 在 D 内是一致耗散的
.
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证 由犷的定义
,

在域以x) 》 R内存在连续正值函数
,

当七( x ) 》 R (自然要求 x o D )时有

W
:
( x )` V ( :

, x )《 平
:
( x )

,

夕(:
, x

)哎 一平 ( x )

而且 h m 平 i (劝 =
`

co
·

平
:

( x)
,

平
:
( x)

,

平 (劝 使 得

( 3
。

4 )

盆`劣 ) 一 卜 .

根据定理 3
.

2
,

( 3
.

1) 是一致有界的
,

< R均成立七( x) > H
。

对于任意大的
: ) R,

成立 ( 3
。

3 )
。

令

t = i n f 带 :
( x )

,

M 二

尸 ` 三( x 》 、 a

故对 R有H = H (R ) > R
,

使得对任 t。》 O
、

考

又有口 == a (
,
) ) ,
使得对任 t。 ) 0

、

专( x o
) <

(心
:r 均

s u p w
:
( x )

左“ 三 ( , ) ` r

, = i n f w ( x )
女 `占《 戈 ) 灯一

口 ( 3
。

5 )

取 T = T (
,
, >
孟

“̀ 一 l ,
,

贝”对任 :
。
) 。

、

: ( x 。
) < ,
我“ 1证明存在 t. 。〔 t。 ,

t。 + r 〕使得

七(义 ( : . , x o
.

,。 ) ) < R
,

否则 , 。〔 t。 , t。 + T 〕均有若( x ( t , x o , t 。 ) ) 》 R
,

于是 ( 3
.

4 )成立
,

且由 ( 3
。

2 )得

V “
。 + T

, X “
, · 。 , `。 , ,` V“ 。 , X 。

, +

J
户。 + T

t o
夕 ( r, x

( t , x o ,
t
。

) ) d:

镇平
2

`·
。

, =

I
t o+ 了

’

t o
平 (

x
( t

, x o , ￡。 ) ) d丁攫万 一 , T ( I

即
,

万 :
( x ( t 。 + T

, 万 0 , t。 ) )《 V ( t。 + T
, x ( t 。 + T

, x o ,
t
。

) ) < I

而由 ( 3
.

5 )又得x( t
。 + T

, x 。 , t 。 ) ) l
,

产生矛盾
。

于是得若( x ( t气 x o , 忿。 ) ) ( R
,

即对任 : ) t。 + T ) t. 均有 省( x ( r , x o , t 。 ) < H
,

因此对域 H

而言
,

( 3
。

l) 是在域 D 内的一致耗散系统
。

定理得证
。

口

〔例〕 考虑在文〔7〕讨论的资源竞争系统

{
夕一 (

: 。 + 。。 ( , ) 一
:
) 。 一

至老
乙 r了(

:
)

x ,

j 一 i 对弃

士i = ( m i f i (
s
) 一 D ` )

x i f = 1
,

…
, ,

( 3
。

6 )

G == { (
s , x )

: s
> 0

, x 》 0 }

召. == { ( s , x )
: s ) 0

, x : > 0
, x , ) 0

,

j , 2
,

…
, : }

由文 〔7〕定理 1知系统 ( 3
.

6 )在域 G内是耗散的
。

如果九 = 1时 ( 3
.

6 )满足文〔7〕定理 5的条件
,

则由定理 5知对
。 = 1 ,

( 3
.

6 )在域 G内是耗

散的
。

如果 ( 3
.

幻满足文〔 7 〕定理 5 推论的条件
,

则 ( 3
.

的在域 G .
内是耗散的

.
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