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复合型偏微分方程组的若干问题
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本文先讨论平面二阶第二类复合型偏微分方程组 ( C Z) 的另一标 准型及一般解
,

然后令

k ` 0( 两不同实特征变为 :酬李正 ) 获得平面二阶第一类复合型方程组 ( C
:

) 灼标准 型和一般

解
.

用同样的方法也统一处理了 ( C : ) 与 ( C
,

) 的第一问题
.

本文还证明了 ( C Z) 方程组有关

的对顶点定理
,

并给出其灾用
.

复合型偏微分方程 ( 组 ) 是一类非经典的但十分有趣的偏微分方程 ( 组 )
。

它们不

但具有椭圆型方程 ( 组 ) 的特征
,

而且有双曲方程 ( 组 ) 的特征 ` 由于这些方程 ( 组 )

紧密联系着象海洋可压缩不均匀流的振动 〔’ 〕 等力学
、

物理问题
,

所以引起人 们索视
。

近年来
,

R
.

P
.

G i l b
e r t 〔 z〕 ,

H
.

B e g e h r 〔 3〕 ,
A

.

旦二 y p a e B ( 4〕 等人应用函数论的方法研

究了一阶复合型偏微分方程组
。

本文将应用这些方法去解决一类二阶夏合型偏微分方程

组的若干问题
。

9 1
。

标准型和一般解

在文〔 5 〕 ( 第一章 ) 中
,
我们巳证明平面二阶两个未知函数的复合型线性偏微分方

程组可分为两类
。

第一类复合型偏微分方程组可化为如下标准型
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第二类复合型组可化为标准型
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为了应用函数论的方法和统一处理第一
、

二类复合型方程组
,
我们将首先改变第二

类复合型组的标准型为另一形式
。

为此
,
仿照 〔 S 〕第一章的做法
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复合型偏微分方程组的若干向题
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定理 2 设函数 , (: )在 I: I 二 , 上连续
,

贝( , ,与 , ( , )是在〔
一 扮

丁不再吸
,

召 i不亦〕
上二次可微的函数

,

且满足条件

: , ( , ) l̀ 二
:
: , 卜 ! · (; ) !健矶 i

; ,
,

`

! ; ,、 。 : 每
护
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那么复合型方程组 ( C
Z

)在 !
:

1( l内存在解 ( 2
. 2 7)

,

( 2
`
1 8 )适合条件 ( 2

.

1 )一 ( 2
。
3 )

。

除

去 。 相差一个 二 的任意一次式
: 二
乏外

,

解是唯一的
.

根据定理 2 ,

不难获得第一类复合型组 ( C
,

) 第一问题的解
。

事实上
,

当 存, O时
,

`

几

特征线族 穿 + k x = c o
sn t 和 梦一 k x = c o

lls t 退化为重 特 征 线 族 岁 ! : 。
sn t

。

此 时
,

条件

( 2
.

1 )
,

( 2
。

2 )
,

( 2
.

3 )变为

二 z ( ` )
,

! C l = 1
,

一一之

山叙

{ X = O
( 2

。

1 9 )

X == O

== 梦 ( y )
,

= 甲 ( , )
,

!夕!提 1
,

l , ! ( l
。

由 ( 2
.

8卜 我们有

f
。
(

z
) =

卜

一 1「
,忿

.

主I竺竺生 f
2 J J J Z 、

广
、 }

: + : 。 * , I
n

其毕
.

1 d t + i C : 之 .

( 2
。

2 0 )

令
u : , 口 :

表第一类复合型组 (C
:
) 的第一问题的解

,

则当 掩* 3 时
,

由 ( 2
.

1 7 )我们有

一公鱿一
梦、, ,一

茹丈
` x (产̀ ! ,〔

· + Z R (

(
· `!

,
·

粼 )〕
` ,

·

( 2
。

2 1 )

由 ( 2
。

1 2 )我们有

,
2
(`卜

O,

(书芸
,

)
一

誓
,

(祥平 )
’

迪午业
Im

〔`
3

(
一 寿+ i

l 一 左
么 )〕

代入 ( c贯)立得

。 二

矗〔
,

。 ` , 一 ` ,一 (
( 1 + k

Z
,

瓮 )〕
+ ,

(黯 )
一

兴孕
「

,二

〔`
3`· ,一 `

、

(尸罕粉丝 )〕
·

因之

p x == 1i m 。 二 1i m

k峥 o k呻
0

; · “̀ 一 “· ,一 (
` , · “”

”

半等)
2

.

`
,

k

, , ( , )一丝琴竺 Im 〔 af (小
r。 ( , ; )〕

飞 `

几
, ` , , 、 、 `

_ ,

= 下 ` 一 乙x 。
’

气g ) J 十 甲气万 ) 一 吸1 一 ` ) l m L Ta L: ) 一 To L ,夕 ) J -

`

(会̀ 2 2 )

在怀
`” )中令 “ ` ” ,

即得
、

f :
( t ) = 一 f :

( t ) + 梦 ( t ) 一 Z R e

fsC ( it )〕
,

从而得出

0 ( t ) 二 f
:

( t )
二
州 t ) _

2
R尹〔f

a
( i t )〕

,
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。 “ ` , = 里誓立
一

扣
·

〔器:J
军 X丝鉴些 (

、: , : e`· ; n

或护、了
, + ic

:
(` , )1

` 、 C
.

, 产

, f , r 乙二 才 飞 、

=

言1梦
`
( ` ) +

茹J
。 ` (

“ “ )“价R “ 〔e ` r ’ ” (
e `’ 一 “ ) J “ 1

少
十 c : ,

( “
·

“ 3 )
`

将 ( 2
。

2 3 )代入 ( 2
。

2 2 )我们得

· : = 一

誓{
, ,

( ,卜恭J:
“ x (

· “ ) 2

后
R
· 〔· !̀ `· `· ` , 一 ` , , , “ `

}
+ ·

( , ,一 (卜 ` )
芬I:

` : `· ` , , , .tT

et `
, ,·

总〕“
` + ` , 一 2` , c

: X
·

( 2
。

2 4 )

最后
,

对于第一类复合型方程组 ( C
:
) 我们有如下定理

。

定理 3 假设在单位圆 !乙! = 1 上给出连续函数 以约 和在 〔一 1
, 1〕上给出连续函数

梦 ( , )
, 。 (封 )

,

而且 塑 ,
( , )

, , 砂 ( , )在 〔一 1 , 1〕上存在
,

则第一类复合型方程组 (C
,

)存

在解 ( 2
。

2 1 )
,

( 2
.

24 )满足条件 ( 2石1 9 )
。

除
。 : 相差一个任意一次项 C x 之外

,

解 是 唯一

的
。

马3
。

对顶点定理及其应用

复合型方程组 ( C
:
) 可分解成

.

,工n甘了`
、ù

l.r..L、 .

ll
.J

刁一万、鱼
I 口尤

、立
I 口劣

几+ 几2

又+ 护
1 一 又

0

.1ón万吸矛、
...r..J

2 (几+ k Z 、

双 1 一 幻 }号{( ( 3
。

1 ).
八U

一一

、

,
奋

粉口

沈 ( 1一 久 )

几+ 扩

口夕...、

一

如果引入新函数

2 (久
·

卜 k: )

权 1一 劝 ( 3
。

2 )
_鲜 1一 久 )

_

几+ k Z

导{(
: )

,

黔
,二n
一

刀
了.、、

r....
.

.、

一一:

、 ..声六厂q了̀、、

( 3
。

3 )八”
一一

、 、口产办
ó

q
口产

.

性
、、

、 ,̀J

刁一召
则得

!( ; 一)晶
·

(
久+ 声

1一
,

: l 一 久) k
Z

久+ k Z

显见
,

( 3
。

3 )实质上是具有特征二次型 ( 一梦 + 矿价 ) 的双力方程 组
。

所以
,
我 们考 虑了

关于函数 乡, 口的一些双曲特性
。

下面
,

我们把对顶点定理推广到函数 P
, q 上去

。
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: 从一般解疚c丁)
,
我。1得出

, · a 〔犷: ( , 一 “ x ) 一 r; (
, + “ x )〕

,

。 · “ 〔f: (
; 一

kx ) + f ; (
; + k x )〕

,

( 3
。

4 )

这

, 器瑞
,

月
= 一 乡

胃
公 .

考虑如下四榨特征 线
: ` , ; 一加 二 “ : ,

:lz ” 一衍
二

` : -

百:

)
,

。 : : 奋 + k x = d : , 二 : : g + k x == d : 。

假设它们的文点为 A (
x : , 封:

)
,

B ( x
: , , :

)
,

c (
二 。 ,

刀 (
x ` , y `

) ( 图 2 )
,

则 有 A == (x
: , 公:

)
,

B 专 ( x
: ,

由此得出 p ( A ) + p ( C ) = p ( B ) + p犷D )
.

用同样的方法不难证明

q (A ) + 叹( C ) = q (刀 ) + g (D )
。

夕: + k (了
: 一 x :

) )
,

C , ( x : 一 x : +

x ` , 对: + k ( x
: 一 x `

) )
,

D 二 ( x . ,

扩; + k ( x
: 一 万`

) )
。

而且 e : = 万: -

寿方 : ,
几 = 杏一 k x ` ,

d
l 二 夕x + k x : ,

d : = 升:
+ kx

: 。

所以由式 ( 3
.

4 )我

们有

, ( A ) = a 〔 r: ( c : ) 一 f二( d
:
)〕

,
·

, ( B )
一 a 〔 r几(

e :
) 一 f二( d

:
)〕

, ( c ) · a〔厂; (
c : ) 一 矛二( d

: )〕
,

, ( D ) = a〔 r: (
e :

) 一 f: (
.

d:
)〕

” ( 3
。

5 )

( 3
。

6 )

最后
,

我们有如下定理
:

(
一

走理 . ( 对顶点定理

.

假设
: , 。 是复合型

纽
(。 ) 的解

,

; 。对
子
任一特征平行四

函数

借书尝箭
二
鱼兴爵斋

存在关系式 ( 3
.

5 )和 ( 3
.

6 )
。

下面我们应用这个定理去解 决 ( C
:
) 组

的一个边值和特征问题
。

D i r弓c h l e t
一

G o u r s a t 向魔
。

假设 A刀C D

是一特征平行四边形
,

它的顶点是 A (。
,

0)

遗{些二又

B (女一 l )

.
,

1
, 、

」口【—
.
一 l 少

,

、

介
`

,
,

2
` t—’ 斤

,

。)
, 。 (粤

,
1 )

.

(图 3 )
.

用
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G 表示 A B CD 所围 成的 内域
,

r

将

表示 G 的边界 ( 即特征平行四边形 )
。

x( 约是给定在

r 上 白”连续函数
,
梦代` ,

,
梦 2

(二 ,是在 〔 0
, :

青
〕 上的一阶可微 函 数

,

且 梦
!

`0 , = 梦忿`。 ,
。

D i r s c h l e t
一

G o u r s a t 问题 是在区域 G内求 ( c
:
)的解

, , 。
使它们适合
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,
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。
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万
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…
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。
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一
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·
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…
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·

半
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忐
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。
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,
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. 乙兀 J F O 刀
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! T ! <
`

1

是一任意实数
,

而是边界 r 的微弧
,

T (`
,

的 是单叶保角映射区 域 G 为单位 圆

的函数
,

并且适合 T (
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劝

厂。 (小六0J’ J
`

.

· (: )

= 。扩T
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) > 0

.
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.

1 1 )式中对
:
积分

,

得

口T (乙
, 2 )

d n
ds d之未扮声

。

( 3
.

1 2 )

现在我们应用对顶点定理去求出函数 f , ,

几
.

假设 M
。

x(
。 , 夕。

) 是 闭 区 域 口上任一

点
,
对应于 M

。 ,

我们可作一特 征 平 行 四 边 形 A M : M
。
M : ,

它们的顶点是 A佃
,
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,

城 (晋
一

夯誓
一

粤
一
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,

M
。

( x
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夕

。 M Z
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+

哉
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` 图 3 ,
电定理 )

4的式 ( 3
.

5 )得

P (M
。

) = P( M
;
) + P( M

:
)一 乡(A )

应用定解条件 ( 3
。
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,

( 3
.

的
,
立得

( 3
。
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产

n
甘
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梦一
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+

呵
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这里 几是任意实常数
。

由 ( 3
.

1幻即得
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,
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.
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,

得
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归纳上述结果我们得

定理 5 复合型偏微分方程组 ( C
:
)在区域 G 内存在 D ir i o h l e t

一

G
o u r s at 问 题的解

《遵
.

16)
.

( 4
。
1 7 )

。

而且除去相差一个一次月i之外
,
解是唯一的

。
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