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摘 要

木文提供一个解非线性不等式组 ( 1
.

1 ) 的固定 目标心招去代方法族
.

这个族中的每个迭代

方法不但能使在迭代点的函数值收敛到锁向精度后不再超出杯度区间和使未收敛到锁向精座

的函数有较快的逮度向精度区间收敛
.

而且还有多种自动朔节功能
.

本文提供一个不等式组 ( 1
.

1) 数值解的固定 目标值迭代方法族
.

这个方法 族 中的每

个迭代方法均同时具有下面五个自动调节特性
:

1
。

当 ( 1
。

2 )中的每个函数在迭代点的值收敛到锁向精度后不再超出精 度 区间
,

而未

收敛到锁向精度者有较快速度向精度区间收敛 ,

2
.

对函数 , k ( x )和在迭代点
x `吞’ 收敛到锁向精度的函数值组 { 1几 (

x ` k
十 ”

) 1】̀。瓜 } 能

按我们事先给定的各种规律 自动调节
;

3
.

对函数 中成 x) 和在迭代点
x 味 ’ 未收敛到锁向精度的函数值羹创 1尸 ;

(
x `吞+ ”

) l! i
。八 }

也能按我们事先给定的各种规律自动调节
,

`
.

对 (]
.

` )中函数值厂* x(
` “ “ ’

)( 沁 I
扣有良好的单边调节特性

;

5
.

还有 弓
吞’ 权的各种 自动调节特性

.

本文涉及的算法族是文〔 7〕论述的算法族限制在固定目标值情形的子族
。

但 本 文的

算法不仅是文〔7〕的具体化
,

而且在某些方面作了如下的新发展
:

l) 在文 〔7〕的一般变动目标值情形中
,

上述的特性 2 一 4一般是通过无 限 次逼近要

求来实现的
.

而木文是固定目标值
,

只有一个固定要求
.

这样
,

在计算机的有限次计算

结果 中
,

木文的特性 2 一 4 比文〔7〕的好
.

2 )本文采用较适合于固定
一

目标值情形的特殊分类 弓2中 1 。 ,

它将促使 固 定目标值的

锁向迭代顺利进行
。

本文 1 9 8 4年 1 月收到

. 本文是作者 19 7 6一 1 9 7 7 年在 中 大最优化小组中的讲演稿的基础上整理而成的
.

其 特 殊情形

已收入在 作者 的 讲义 《 光学镜头自动设计数学方法 》 ( 一 )
、

( 二 ) 中 ( 19 7 6
.

7一 1 9 77
.

9
,

广州 )
,

二林康有
、

庞道初和汤爱珍等参加本方法的程序设计
、

程序试验和应用工作
.
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3 )本文对

用控制特性
,

弓
吞’ 权采用 “ 2中3

’

的特殊限制
.

既大大节约计算量
,

又突出可
` ’
权的常

4 )本文把 芍5定理 3 中的单向锁向快速下降权集从文 〔7〕的 E .
扩大到 E :.

本文采用文〔7〕的定义和符号
.

虽1 求 解 间 题

求不等式组

a 、成 f* ( x
)戈 b`

a 、 〔 厂、 ( :
)

( 。̀ I犷)
,

( f
o l犷)

,
( 1

.

1 )

口吸夕2.、.气
、

的数值解
,

是本文的求解问题
,

其中二D 二渺 (n 维欧 氏空 间 )
, ` = `为」叮

二 扭
, 2

. ·

…

m }
,

f、 ( x ) ( i` I )是 D 上的实函数
。

我们对 ` 。

叮
,

取b`是大于 a ;的足够大的实 数
,

称犷
= “ 一 ’

(a 、 + 勿) (耗` )为固定目标

值
, 。 ; 二 2一 `

( “ 、一
a ` ) ( “ ` ) 为固定精度

,

F ` (
x
) = f ` (

x ) 一 f犷(
。̀ I )为固定偏差函数

.

问题 一 。 `成 F i (
x
) (

。 i (众 I )

的解集 D .
(a `、 f`、 ” 、

,

比才)是问题 l(
.

1 )的解集D , 的子集
.

这样
,

( 1
.

2 )

时
,

有 D ` 一

惠
D , ( a ` ( f* ` “

;
” ’ , “ I广

但 当 b , = b
:
” ’

忿
OO ( “ I了)

( 1
。

3 )

因此
,

对于有限位数的计算机来说
,

我们可用求 ( 1
.

2 )的解来代替求 ( 1
。

l) 的解
。

马2 算 法 模 型

文 〔7〕的算法模型限制在固定目标值情形就是本文的算法模型
。

但固定 目标值有它

自身的特殊性
,

且问题 ( 1
.

2 )是问题 ( 1
.

1) 转化而来的
,

故可针对这种具体情况采用更有

效的措施来加强算法的功能
。

1
“

采用有利于固定目标值情形的分离分类法

在迭代点
x ` k ’ 采用特殊的分离分类法

:

I 。 = I ; 一 ,
U { 1110 1 ; 一 ; ,

! F ; (
x `益’ ) } < a ; ` e i }

,

I秃 = I 一 I吞 , }
( 2

。
l )

其中k = o , 一, 2 , … , I
一 : = 价(空集 )

,

由 芍5定理 3 和文 〔7 〕定 理 5
。

2
.

要 求
a k i 。 ( 0 , 1〕且 满 足

条件 见
f o l 吞一 I吞

一 :

“

丁
“

F
: (

x “ ’
) < 口。 -

习 ( 2
。
2 )

f` I k一 1

。

丁
“

F
:(

x `“ , )
,

其中口; = 口( 11。 } )
,

}1 0 1为 I 、中标号个数
,

夕( i )是 I上的严格单调 增 函数
,
且夕( , ) = 1

·

因
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此
,

I上的每个这样的严格单调增函数对应一个算法 , 从而 I上这样的严格单调增函数族

对应一个算法族
.

2
“

固定目标值情形的特殊表示

价。 (
x
) 二 甲* (

x
) + R甲 k (

x
)

,

其中 甲益( x ) =

甲k (
x
)

=

习切

:
秃’ F

:(
x )

,

i` I吞

_
二 `几) 一 2 ~ 2 `

习 拼二
一

’

。 , 一

F万(
x )

.

i ` I寿
’

月 切
:
人’ ` : (

x
) + R 买 ,

:
吞’ 。

;
2 ` :

北 I掩 : 。 , `

( 2
。

3 )

( 2
。

4 )

( 2
。

5 )

、 .夕
、声

存
. J、
。

,J

X一
J̀X

才、̀
、且`.

左尸.
。

rJ

口一1

.

习户S+
、 .产

X
2.、

功以x)
=

( 2
。

6 )

。
。

对 好
吞’权采用特殊限制

在文明 中的好
“ ’权性质相当广泛

,

一般要在
。 + 2维空间中搜索单向锁向快速下降权

集.E
.

但对一般问题
,

好
` ’权具有某些控制特性已经够用

.

本 文取 。
;
“ ’

( j = l ,
2

, … , :
)

为具有给定特性的正常数
,

或作连续变换

(吞 ) (舜) , ” 、 , . _ 。 、 , 。 . 、

q i
’

`

二 q于
’

`

( R ) ( j = 1
,

2 , … , n )
.

( 2
.

7 )

这种处理
,

使得 芬5定理 3 中单向锁向快速下降 权集 E长
,
变为二维空间中的子集

.

4
。

对 r` (`
。 z广)采用特殊控制

由于 ( 1
。

2 )是 ( 1
.

1) 转化而来的
,

而 ( 1
。

l) 中单边不等 式 只 要 求
x
满 足 价 ( f * (

x
)

( 。̀ ,了)
,

故只须采用 , 3 (二 ) 3’ 控$lJ
.

务3 各 种 特 性 实 现

前述的五种特性均用权控制实现

(一 )特性 1实现

由 : : 定琴 3知若权 (R
, “ )` 士曹

,和权 ; ;克 恤 , ; )满足 ( 5
.

, )
。

则具 有 该 定 理① 中

指出的单向锁向调节特性和②中指出的较高敛速
,

且 圣5定理 1 又 指出 E节筑中 的 点可

用一般搜索法找到
。

即特性 1 是可以实现的
。

;

(二飞特性 1 ,
扒熟 4和 . 同时实理

。
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、 要求 。 、 ` x
) ,口、 {F , ( , `“ · ` ,

, {
`。` 、 }具肴

·

调节特性

,了二 (刀i ) (公
。 I 。 )

,

“ 二
( 子̀

、
) (召

*> o ( 1
0 1* )为 ( 5

.

1 5 ) {沂表 )
.

/ : (* ) 一 〔 , 〕’ 1` 召 ’ (或〔“ 〕了 。 ,̀ , )
·

( 3
.

1 )

( 3
.

2 )

( 3
.

3 )

设召 `左’ 的特 {
一

l三因子为

、 、* ) =
(: :

“ ’
) ( 1

6 1。 )
.

( 3
.

4 )

2
.

若要求 华 ; (
、
一

) 和笼{厂、
(
、 `秃“ ’

) ! 1’ o z * }具有训节特性

: , L
k , =

(
。

;
左’ ) (

。

:
“ 、

夕 。 ( i。几) )
,

: 。 `。 、 二
(田 ;

“ ’ ) (切 {
“ ’ 乒 。 ( i

。

爪)为〔6〕中 ( 2
.

7 )所表 )
.

( 3
。

5 )

( 3
。

6 )

3
.

若要求 “ 仁 ` “ 十 ` ,
) ( i

〔 I曹)具有单边控制特性
,

就在 1 和 2 中分别取特性因子

: ` = 。 ( z 一 。

万
`

}F 、 (
x `舜 ,

) }
.

) ( i。 ,萝
。一:

_

, 。
,

看 〔7〕中 ( 5
. 3 4 ) )

: ,

;
“ 飞 二 〔 e

于
`

IF
;
(
、 ` “ ,

) 1〕
“

( i
。 ,誊`

一

} 2*
,

看〔6〕中 ( 2
.

1 2 ) )
.

( 3
。

7 )

( 3
.

8 )

这
.

若要求叉
j
一 l

口
夕
壳’

(
芜 , 一 x

;
“ ’ )

名

和 、 x

;
介“ ’ 一 x

;
` ’

I j 二 ,
,

2
,

…
, ,`

具有调节特性

刁x ` “ , =
( “ x

;
左’

) ( s一 1 , 2 , … , : ·

看〔6〕中 ( 2
·

` 6 ) )
,

了

“ “ , =
(。 ;

秃’ ) (口;
在’

( s
= 、 , 2 , … , :

)为〔6〕中 ( 2
.

` 8 )所表 )
.

( 3
.

9 )

5
.

取 (大
,

s )
。刀育聋 (看 ( 5

.

1 4 ) )
.

( 3
.

10 )

( 3
.

1 1 )

在 ( 3
.

3 )
,

( 3
.

6 )
,

( 3
.

7 )
,

( 3
.

8 )
,

( 3
.

20 )和 ( 3
.

1 1 )的选取下
,

由 茶5 , 〔7 〕和 〔 6〕知具有

圣5定洲 3 甲①和②的调节特性
,

而且还有① 叽 (劝和 { } iF (
、 `儿十 ” ) } { i

o l k }具有讥节特性

( 3
.

纽)
,

且 ( 3
.

4 )是截断向量祛中调节特性与我们所要求的调节特性 ( 3
.

1) 最逼近 的调节

特性
; ② 币* 〔二 )和 { !尸; (

火 `k + ` ,
) I

{ `。几}具有调节特性 ( 3
.

5 ) ; ③ 厂、 (
x ` k + ”

) ( i
。 ,曹)具有调节

特胜 C ;
·

月万一“ 、一
, ;④
笋

, “
;
“ ’

( / 了一
, “
”

二

和 `· ;
“ ` ’

一 ;
“ ” , 二 ` , “

,

,’
_

二 `具有 调节

待
,

{生` 之。 。 、
区

了灸乙J话说
·

前 言
`

卜的特性 l
·

2
·

3
·

1 们 冬同时实现了
,

.

县4 在光学自动设计中的应用

光学锐头设计的汪务扰是找出一沮匹配恰当的结构参数
,

使成象质量最优
.

每个镜

头成象质量优劣以球差
、

彗差
、

场曲
、

象散
、

畸变和色差等广作为 衡量了秘奄 ; 毓称象
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笼 , 不同性能的镜头
,

有不同的象差值
.

而各种象差都被结构差数唯一确定
.

因此
,

可

没结构参数

二 =
(

x , , x : , … , x 。

) ( 4
.

1 )

为 自变量
, x 的存在域 D 为

: 维欧氏全间 R ”
中的子集

,

阴 。 ,
,

个象羞均为D 上的函数

f 、 (
x
) ( i = z , 2 , … , , n

)
.

置 , = f (
x
)

=
( f

,

(
x
)

,

f 。 (
x
)

, … ,

f
” :

(
x
) ) ( 4

.

2 )

为D 到m维线性赋范空间E 协中的算子 ; 每个二D 表一个光学系统
,

尹(
x
)表

x 的质 量
.

称 D

为光学参数集
, E 琳为象差空问

,

厂为光学成象质量算子
.

这样
,

光学设计问 题数学上可

叙述为求质量为
-

, ` = ( f全
,

f彗
,

… ,

厂盖) ( 4
.

3 )

的非线性戍象质量算子方程

f ( x ) ” 夕.
( 4

.

4 )

的解
.

在实际设计中
.

对每个目标象 差 f季i(
二 , , 2

,

… ,

哟都给出求解精度 、 > o i( 二 1 ,

2 , … , 。 )
.

因此
,

若令

F ` ( x )
= f` ( x )

一 r育 ( i 二 , , 2 , … , m )
,

( 4
.

5 )

则光学自动设计问题就转化为求问题 ( 1
.

2 )的数值解问题
.

一

F面是 197 7年我 们用 拌;
“ ’ 二 : ( i“ ; , 、 。 o , 1

,

: , … )的
“
固定目标值分 离加项阻尼最

小二乘法
”

(简称分离法 )与
“ 固定目标值阻尼最小二乘法

”
( 简称阻尼法 ) 联合 ( 简称

联合法 ) 解方程 ( 4
。

5 )设计出来的四片 放 大机镜头
,

用 15 个象差衡量其质量
,

另加 6 个

边界条件
,

共 21 个
。

我们分别用联合法和阻尼法在 1 21 机上计算25 分钟作 比 较
,

结果列

表于后
.

表 1 是计算过程
,

表 2 是最好结果
.

表 1 说明
:

①阻尼法在第 3 次迭代以后出现跳动现象
,

无法获得更加精确的结果 ;

②分离法只进行 3 次迭代就把满足精度要求的个数从 14 个单调递增至 1 9个
,

未满足的二

个也接近满足
,

说明分离法有良好的单向锁向调节特性和较高敛速
,

且边界条件全部得

到控制
, ③分离法每次迭代时间较长

,

要与一般迭代法联合使 用 才 能 充 分 利 用 它的

优点
。

达达代次数 111 222 333 444 勺勺 666 777 ;
.

8
___

999 1 000 1 111 1 222
.

”” 1」」

满满满 阻尼法11333 1555 1 555 13
1111 1444 1444 1 5 {{{一 1222 1 333 1 333 1 333 1444 1 333 1444

足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足
情情情情 1555 1 555 1333 1444 1444 1 555 1777 1 9999999 {{{{{

度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度
个个个
数数
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表 2 象 差

了了亨亨
巴 iii结果 了找x * )))

222

…
, :::

_

…
一一

lllllllllllllllllllllllllllllllllll 999999999999999999999999999999999

1111111 阻尼法法 联合法法 1 0000000

{
阻尼法法

}
联合法法

0000000000000
。

111111111111111 8 0
。

0 444 1 11111111111111111111111111111111111111111111111111111……一丽一一一
8 0

。
2 555 “

· ` , 7

………
0

。

222 0
。
0 555 0

。

2 0 555

{
。
碑

0 ,,

}}} 一
-----

7 2
。

7 6666666 000000000000000000000000000000000000000000000

一一 7 3
。

55555 0
。
1 0 5555555 000 0

。
0 555 一 0

。
3 4 222 一 0

。
0 1 2 444

……
。 .

1 11111 0
。

5 6 666666666666666666666666666666666666666 一 0
。
0 0 1 0 555555555555555一一一一一认州州州州 {远远

一 0
。

0 0 0 4 4 555 0
。
0 0 6 5 888

}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}”
·

” 0 22222222222222222

一一 O
。

111 0
。
0 55555 _ 。 .

1` ,

}}}
1 222 000 {

- -----

0
。
0 0 0 0 6 666

一一 0
。
1 222 0

。
0 333333333333333333333333333333333333333333333

…
_

旦四王王王王王王王王王王王王王王王
00000 0

。
0 0 2 555 0

。
5 6 888 。 ·

2 2 5

{{{
1 333 00000 一 0

。
0 1 1 222 0

。
0 0 7 7 777

一一 O
。

333 0
。
0 555 0

。
0 0 0 0 0 3 5555555555555555555 1 444 000000000000000000000000000000000000000000000

OOO
。
77777 一 0

。
4 4 222 一 。 . 。。 2 0 2

{{{{{{{ 一 }
---

0
。
0 6 5 888 0

。
1 444

0000000
。
4 444444444444444444444444444444444 0

`

2 一

}
...

0
。
1 6 888888888888888

一一一一一

而俪
一

}}}
1 555 。

……
}}}}} 0

。
1 444

lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

00000
。
0 55555 。 .

7 8

1}}}一 {{{一 }}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} {{{{{{{{{{{{{{{{{
-----

务5 主 要 定 理

这一节将列出前面用到的主要定理
,

详细证明略
。

定理 1 设 f` ( x) ( f叮 )在D ( c R
”

)上连续
,

在 D 中有一阶连续偏导数
, x ` k ’ 是 D的 内点

,

矩阵刀
= 〔 sQ + 且

r

平姓〕所对应的行列式 为 !刀 !
,
通

、

通
T 、

平和Q为〔7〕荟2所 表
, J

、
J ;

、

几
、

口。
、

功。(
x
)
、

功; ( x )
、

。 。 ( x )
、

虱 ( x )
、

功
;
“ ’

) o (、瓜
, 。 : “

’
不全为 。 )

、
;
:
奋’ > 。 ( i

。 , ; )

和 。
;
` ’ > o ( j二 1 , 2 , … , ,

)为 夸: 所表
, 召; = m i。 ; :

“ ’ ,

可。 = 夕。 , ;
,

减( x ) 是 叻。 (
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,

甲左(
x ` k ’ ) < M ; ,

f〔 I`
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x
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.
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区间 “了
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。
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口
一

) U (凡
,
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。
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一
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“
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.
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.
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.
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.
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仇 (式留ZK “ ; , 。。 (二牙冷
,

飞,

好习 , 一 ): 海弘

( 5
.

7)

_

( 5
.
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( R : 、 R、 *
, + 。

)
.

( 5
.

: o )

E , k
,

e
, 。 = E 。 ; n E 0 n E

,

( R
二 。 )

,

( 5
.

1 1 )

E :
。 ,

。
, 。 = “ 二。 日 “言n

E !

(R
= o )

,

( 5
.

12 )

E令
“ , “ E , 、

,
e

, 。
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证 由定理 3 得① , 由①和 〔7〕荟5得② , 由①和〔 6〕得③和④
.

定理吕 设声二 (召、 ) (产子) o
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,
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,
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.
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