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一类二阶抛物方程解的极值原理和界

林 长 好
带

摘 要

木文利用抛物方程的极值原理
,

得到以非线性抛物方程

刁。 一 u , t + 几户 (劣
, t ) f (。 ) = o

的第一
、

第二类初边值问题的解所定义的某些泛 函仅在临界点达到最大值
.

这一结果可用以

估计某一 类非线性抛物方程的解的界
.

椭圆
、

抛物方程的解或解的梯度表达了某些重要的物理量
,

对这些物理量进行估计

并求出它们先验的界
,

在理论和应用上都有重大意义
。

几年来
,

有大量文献 〔“ 一 7〕专门从

事这方面的研究
。

它们共同的技巧是运用古典的 H o p f第一
、

第二极值原理
,

推导 出 由

某些椭圆边值问题的解及解的梯度所定义的泛函的极值原理
。

本文将上述文献的技巧和

结果推广到抛物方程
,

从而导出一类抛物边值问题解的界
。

设 D 是 nR 中带光滑边界的有界域
, T > O是某个固定的数

。

空间妙
+ `中以 D 为 底

,

高

度为 T的柱体为

G =
{ (

x , t ) !
x o D

, 0 < t < T }

G的边界由两部分组成

厂 = { (
x , t ) }

x o D
, t = 0或 x 。夕D

, o 镇 t < T }

D
: = { (

x ,
t ) 1

x o D
, t = T }

以 g = 口\ r 表示 G的内部和上底
.

C ` 2阴
’
协 ’ ( g )表示在。上关于

x
有直到 2似 阶 连 续 导

数
、

关于 l 有直到 执 阶连续导数 ( 包括对
x 、

t的混合导数 ) 的函数类
.

C ` 2

油川 ,
( J )类似

地定义
。

引入 g 中的抛物算子

夕既enRL 一 (
x , t )下止祛了

.

U万 f 口 x 了

+ b i (
x , t )

日

口 t

言寺 O ,

一一一
口一山

满足条件
:

A )
a ` j ( x

, 艺法、言j > o ,

对 F (
x , t ) 。 g

,

言

B ) a ` j
,

b i在 g 巾连续
。

本文 1 9 8 4年 1 月收到

. 中山大学数学系80 级研究登
,

现在华南师范大学
.



第三期 一类二阶抛物方程解的极值原理和界

引理 , ` : , 设算子 L 一

最
满足 A ,

、
B )

,

函数
· ` c (盔 , 1 )

(“ 。 n “ ·
(` )满足微分不等式

L u 一 u , ,办。 ( ( o ) ( 1 )

In a X

G

2亡 二 1l l a X

r

u
( 吧

n

G

双 = 1】1 1 n

r

u )

以 r
尹

记柱体。的侧面
,

即 r ` 二 r \ D
.

若在 r, 上任一点 p处都可以作一个球 B
,

使 B c

召
,

且 B n 口 = p
,

称 r, 具有内部球性质
.

引理 2 (
`〕 若算子 L一

口
、

二 一
刀 、

石丁俩足直八
口不

B )
, : 。 C `“ ” ’

( g ) 门C
。

(口)在甜内满足微分不等式

L u 一 u , r ) 0

r 产
具有内部球性质

,

若
u
在 r 了上某点 P处取得非负最大值

,

、
。 ,

口u ,
,

、 、 _

在
,

则 箭(p )> ”

~ 一一 , ` , , ` ,

~ 一 ~ * , _

口u _
只爹仕厂息渺

卜周叫仔溉丙存

在有界柱体 g 上考虑抛物方程

刀2, 一 : , t + 又户(
x , t ) f (

u
)

= o 在g 内

首先讨论如下的第一初
、

边值问题及第二初
、

边值问题

( 2 )

什
-

)
u

{
` ’

、左 LX
,

: , , + 几P ( x
, t ) f (

: ) 二 o

0 )
二 0

t ) 二 0

( I )

今̀扮
`

砂
哎
“

全
`

:
” ’

.

丁
”

`卫翌华到
-
二

、 O 下

p ( x
, t ) f (

u
)
二 0

在后内
x 。刀

(x
, t ) `厂

,

在夕内
x ` D

(
x , t )

。r 产

( l )

其中D 是平面内带光滑边界的有界凸域
,
久> 。是参 数

, p x(
, t )汇

`
川

,
(吞) 是 正 函 数

,

f o C
声

( R )
,

对
u
) o

,

f ) o
,

为讨论方便
,

将只考虑 ( 2 )的正解
,

并设
u o C ` a , 2 ’

( g ) 门C ` 2 ’ 2 ’
(口)

.

考虑辅助函数

功” ! 7
二。

l
“

P

+ 儿(
u
) ( 3 )

其中。是 ( 2) 的解
,

h ( u) 是待定函数
,

l甲沙 }表示只含对
x
求导

。

刁价一功
, t “ 丛

“ u , 一六_ 些些业丝丝
些五~

P 2

2 ; f , “ , * : , 。一 渭粤望这
尸

! 7
二 u

}
2△ ,p

,

2 !守
二 u

!
“
}甲沪 }

“

-

—
门~

-

一 一

—
— —

p
`

P
。

+ 无l, u , 掩u ,
h 一 久fP h 产

: , `: , 。一 `。 二

普“
, ;一 ; + !守

二 u
1
Z u , 几P , ,

p 2 一 h ` 。 , 吞u ,
; )

利用平面上的值等式

u , ,。 , , u , “ u , s ; = u , ,: , ,
(刁

u
)
“ + Zu , ` u , `。 u , , u , ,存一 2△ : u , ` u , ,。 , ` ,

经计算得

( 4 )
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刁价+ 袅热
, 一功

, , 一 〔 (。
, 一 : 、 r ) ` 一

半
〕 ] 7

, : `
!

: + 2 (。
, 一 : * r) 。

, ,

} V 戈材 1 2 夕 -

2一p
十+ 夕 (无

产 一 几沂) ( h
尹 一 2又厂)

: . ,: , , + ’吸哄烬
丝旦兰 2封 , 矛u ,

儿p
,
k

p 2 ( 5 )

。
. :

,

T 。 尸 」
.

。 / 。 , , , 、
Z u , , u , 了

`

、

声矢 叶j ` = 一 尸从甲 , 吞十 乙 u ,

吞气几 ) 一 n
’

) 一 一
二

言一 J

尸

二 Z u , *“ , 。p , ; 、 }甲 二 : }
“
}甲

二 p l
“ 二 。 , “

. -一一 -
-

一一一荞
-
-

-

一一 、 之二
- -

一

—
石一~ 一

-

. 一
二 一

p
`

p
。

尸

: : 、 = 2 ;

{:
f ( : ) d: 且刁! 户簇 “

( 6 )

有 、 +

栅
,

、

一 ` , 才
) “

叻应在 r
`
日 D土或在使 }甲沙】二 o的点上取得最大值

.

、 J二
.

。 , , 、 , , 1

枷
、 、 : IL 二 、 。 , ,

_

十卜 上 。 二 L 下。 , 、 。 二二
, 、 、 、 。 二 二 L

。
。、 。 二 、 口功

l又 “ 夕三 戈 1 少日 U月气
: , 月

,

协几似少 1上 L _

七 币及 以 工 少工月人 f 于月丈 / 又 王且
. 洲

亏二酥 止 J

兄 久L 口U f太 ! “ 1 气才夕沃 三兀; .

U F

以 u s

记切向导数
,

在厂
z

上 u = o蕴涵: :̀ 二 o , : ` : : = o
,

故 1甲
u ! “ = u , 2

焉( p ) 二 2 :必二 _ 红迹
,

鱼
一 丝竺

护 +

睽
艺 + 2`俩

、
一

丫 ,、 + ,` , , t = 7, : , , + 2兀。 : , + : : : = 2、
.

* 一 久户子十 2、 , t才

.

,. : 、 , , 二 , , , t 一 兄户 / + : , rt 一 ZK “ ,

这里K 是 r / 的平均曲率
。

容易证明D 为凸域
,
口D 的曲率为正

,

则 r 产

的平均抽率也 为

又因为在 r 尹

上 : = O蕴涵 : , t 二 O
, : , , , 二 O ,

故

势
, 卜

一

吟
(2K

+

告
一

$l(
n 。 , ,

若在 r 产上

、 。 二 : 兀 +

李早 ( In p )、 。

艺 口少
-

则在尸点处有

黔 )P
二 一 2

小
一 `

与 镇 ”

与引理 2矛盾
.

假设功在 D上取得最大值
,

因为在D 上。
(
x , 封

,

0) = 。 ,

可得
2 1二 二 : y 二 o ,

故

功燕 O

{{
“ ” ’ “ ” ( O

得出在 g 内。 二 O ,

与假设矛盾
.

再假设
: 是 ( I )的解

,

并设功在 r
`
上某一点p 处取得最 大 值

.

因 在 r
z

上 , , 二 0
,

得

}甲
:
}
“ = u s 2 .

考虑尸点处的法向导数



第兰期 一类二阶抛物方程解的极值原理和界

雳( p ) = Z u s u : , 一 Z u , t
(

u , 广)
, _

p

(。二
一 : ,

套)
。 ,

一

十不一
+ 2久f“

,

在 r 产的某坐标邻域 内引入法坐标系得

2̀ s v = u v s 一 ZK u s

K是 r 尹的平均曲率
。

因为在柱面 r
了

上
,

r 产的方程与 t 无关
,

故 r 尹

上向外单位法 向 量 为 v 二 ( v
,

(
x ,

妇
v Z

(
x , 夕)

, o )
,

在尸上

(
u , f )

, 二 : , f二 , : + : , t夕 , : == (
: ,

)
, t 二 0

瓮(P , “ -
4兀 :

互
2 2

u s 一祝 , t

p 2
p V = 一

2 }守
, 。 I“

, _ ,

一
t 乙 j 、 --I

尸 合晶
`’ n p ”

4 K。
,

:
p

同样
若在 r

,

上
,

二。 二 : 二 十

李拿( I n 。 ) ) 。

艺 a 梦
’

有 爵( p ) 、 。

与引理 2 矛盾
。

从而得到

定理 1 设 u是 ( 1 )或 ( 亚 )的解
,

在 r, 上 K夕妻 O,

函数 p , 无满 足 ( 6 )
,

则劝只 在 使

j甲沙卜 O的点上取得最大值
。

若在 ( 2) 中
, p三 1 ,

这时方程变成

刁u 一 u , t + 久f( u) = O 在g 内
,

( 7 )

由于D 的凸性
,

相应地有
- J

、

定理 2 设·是 ( ` )的第一沸二初
、

边值问题的解冲
· 2

价()n dn, 则` 只 在 使

}甲
二 :

卜 O的点上取得最大值
.

当
n
> 2时

L

,

利用 sc h ar w z不等式
- - -

.
-

一
` J

u , 声 , 娜 ,i 秘 “ 寿) 越
,

拼
, 法娜声州 k

-

代替恒等式 ( 4 )
,

并相应地记

K ,

一` +

专最仆卫
p ,

仿上面证法
,

可以证得
,

当 n
> 2时

,

定理 1
、

定理 2 同样成立
。

作为定理 1
、

2 的应用
,

讨论如下例子
。

例 刁u 一 u , t + 加 ( x
, t )

: p = o 在日内
, p> 一 z ,

武 x’ 0) 二 。
. .

“ D

u
(

x , ` )
= o ( x

, , )
。厂 ,

这里 P> 0
,

刁zP成 0
,

在 r /上 K夕 》 0
,

由定理 1
,

得

.二 , ,
: +

黔
· , 一 “
浩

p·““

设。在 p (
x 。 , t。 )。甜处达到最大

,

取幻的横截面刀 ,。 ,
,

设Q是a功
。
上的点

, ,表示由p到边
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界的距离
.

一

加几
· }、
了黔

; ( ; “

一巧

积分 J
Q 才们

L ` ` . J洲

一
飞p

侧

1

p “
( : , t 。 ) d

,

夕 + 1

2亡 3了
一 况尸 」

一

1

【
口、

/
J P V

2几

P + 1

工一 P 、 /万 r

(击 )
l一刀

因 左端
= u ;: 2

+(P
` , r

(
,

瑞挤办

一 “ , , Z
F (乡)

记 、 一 m a 二

(
m i。 {

【
口 。 号

p ( x , t ) e 。 、 o e 口D t J 尸

(
: ,

艺)、 ·

)
显然 p 二 1时

,

d表示 g 的最大内切圆柱之半径
.

1一 P

得 2`二 Z F (。) 、 丫粼
“

把
2当p> 1时

,

可以得到物的下界 ; 当 一 1 < P < 1时
,

得到鲡的上界
.

当p

得参数 、 )

鑫
·
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