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摘 要

由N x N 二维有限格子振动方程组的简谐近似给出了自由边界矩阵 B * 。

振动方程可写为

矩阵形式 (口 十 B *

) }> = 日 >
,

并用口表象求解
。

在无限格子中通常出现的波矢量为波 节 数

( q , ,
q Z

)所代替
。

B *
导致驻波之间的藕合

。

反对称祸合解之一为旋转模
。

当相应于键角和键

长力系数之比 ( 一 入/ j) 值适当时
,

对称棍合解中的另一个可以是软模 { S M >
。

声学支振动边

界藕合软模使得晶体结构发生正弦调制
。

晶格动力学通常假设晶体为无限大
,

并用 B or n 一 K ar m an 条件使波矢量量 子化
。

一

般认为
,

要精确地计入边界条件就会使理论 陷入严重的困境 〔`〕 .

如果边界效应只 影 响

到理论的精度
,

则上述做法无可非议
。

但是
,

如果边界条件还关系到理论结果的物理图

象的本质
,

则上述近似将歪曲或丢失一些重要结果
。

对一维问题的讨论表明情况属于后

者川
。

在二维晶格振动中
,

有限边界作用也导致不同于无限晶格的重要 的 新 物 理 图

象
。

在最近邻近似下
,

引入键长恢复力系数 f和键角恢复力系数 ( 一 h)
,

对于一个 N x N

二维正方格子
,

沿晶轴取
x 、

y 坐标系
,

则第 (
a ,

的个格点的振动方程可写为

其中
a ,

口二 1
,

2 ,

m ’ · “ “

孕
“ “ x · ` ” 一 ` · “ ’ +

于厂
无〔“

· ` , 一 ` · “ ` ’

+ ( y a
口

` 一 y a `
刀) (

a ` 一 a ) (夕
` 一夕)〕

,

( z )
m犷·“ “

摹
“ “

“ “ · “ ` 一 ” · “ ’ +

界 ,a
2
人〔 “̀ ·口` 一 “ · `夕’

+ ( x a `
刀一 x a

夕
`

) (
a ` 一 a

) (口
` 一 夕)〕

.

二 N ; “ ` 二 “ 士 1,

夕
` 二
夕士 1 ; 二为格点质量

, a
为晶格常数

.

令
x a刀= 士 ; ,

a = A
a
夕e x p ( 一 i必 t ) ( 2 )

则 ( 1 )中的两个方程化为相同形式
,

振动问题由解 ZN X N 方程组简化为解两 个 N x N 方

程组
。

由 ( )] 和 ( 2) 给出的方程的具体形式对于晶格的内点
、

边点和角点是各不相同的 ; 因

术文于 1 9 8 5年 5 月收到
.

. 木工作得到中山大学高等学术研究中心的资助
.
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为后两种点缺少了一些键
,

相应的项消失
.

按照 1提 a ,

刀
, a ` ,

口
`
《 N的规定将 ( 1) 展开

,

并用 ( 2 )可以得到各种点的振幅方程为
:

内点
, ` A a “ “ ( A a

一 B 十 A a 一 ` ,

, ) + “ “ ( A a ,

“ · ` + A a ,

“ 一 ,

)
,

入
边点

, ` A
`” 一 (月: ,

“ + 月
` ,

“ ) 十 “ a ( A
` ,

“ 一 十 A
, ,

” 一 ,

) `
_

{
+ 〔 a ( 一 月

: ,

,
+ , 一 A

, ,

, 一 : + Z A
, ,

, 士 月刀
一 , , ,

干 A“ + , , :

)〕
,

…
。 A ,夕 二 (月、 一 , ,

刀 + A 、 ,

尸) + Z a ( A 、 ,

口
十 : + A 、 ,

刀
一 ,

) +

+ 〔 a ( 一 A
:

+

,
斤 * : 一 A

、 ,

口
一 , + 2月N 刃 士 A召

+ , , N
干 A口

一 ; , N

) )
,

。月
。 ` =

( A a 十 , , : + A a 一 , , :
) + Z a

( A a , 2 + A a , ,
) +

( 3 )

角点

+ 〔 a
(月

“ 十 , , , + A。 一 , , , 一 ZA。 , ,
士 A

, , 。 十 ,
干 A , , 。 一 ,

)〕
,

。 A a , =
( A。 二 ; , 、 + A

。 一 , , 、

) + Za ( A二 , 、 + A a , 、 一 ,
) +

+ 〔a ( A 。 , ; , 、 + A 。 _ , , , 一 Z A a ,二土 A 、 , a 一 ,
干 A 、 , a + ,

)〕
, {

。 A
: : 一 (月

2 , + A , ,

) + Z a ( A
, , + A

, :

) + 〔“ ( A
Z , 一 A

, 2
士 A

: 2干 A
Z 、

)〕
,

{
。 A

, , =
( A

Z、 + A
, ,

) + Z a ( A
, 、 + A : 、 一 ,

) + 〔a
( A

Z N 一 A , 二 一 ,
土

士 A、 _ , , ,
干 A、 2

)〕
,

` A 、 , = ( A 、 一川 + A
、 ;

) + Za
( A 、 : + A

、 ,

) + ,

+ 〔a ( 一 A , : + A、 一 1 , 1
士 A

: 、 干 A
, , N 一 ;

)〕
, ,

。 A N 、 = ( A N 一 , , 、 十 A
N 、

) 十 Z a
( A

、 、 + A
二 , N 一

力+ ;

+ 〔叮 ( A N 一 : , 、 一 A
、 , 二 一 ;

士 A
二 ,二 一 ,

干 A
二 一 : , 、

)〕
.

h一h2一

一+f其中
_ Z a Z

f 一 m o Z

一 。 Z

f + 2 a 2
人

’ ( 4 )

以A , 为分量组成一个 N “ N维矢量
,

将各分量排成列矩阵
,

用 D i r “ c 记号表示以避免晶

格动力学中通常所出现的繁琐的大量附标
,

则由 ( 3) 可将晶格振动问题写成矩阵 的 本征

方程形式

(甜 + B川 >
= `

1>
.

( 5 )

其中 g 和 B *

都是 N
Z 义

N
么

方阵
.

B
二

由 ( 3 )中各方括号以内的 A叩的系数为元素 组 成
, 。 由

( 3) 中等号右边其余各项系数组成
.

只有边点和角点才对几有贡献
,

称 B *

为二维自由 边

界矩阵
。

令
A

a
刀( q , q Z

)
= C q l o Z c o s ( Z a 一 1 ) “

,
口c o s ( 2口一 1 ) 。

:
e

,

0 一 ` / Z N
,

( 6 )

以 A a口 (乳乳 )为元素的列矩阵记为 ! ql
,

乳 >
.

可以证明

口 !口
, ,

夕:

> 二 。 (夕
工 , 口:

) 】夕
, ,

口:

>
,

( 7 )

零级近似本征值为
。

( q
工 , 夕2

)
二 Z e o s ( Zq l

口) + 4 a e o s ( 2 q
2
口)

,

( 8 )

其中 q : , q Z 二 0 , z , 2 , … (N 一 1 )
。

( 9 )

习的不同的本征矢是彼此正 交 的
,

归一化常数

c 。 。 产 =

备
一 C ·。 二 C

。 。 =

喂
,

C
。 。 1

一 万
’ (叮

, 叮 I 砖 。 )
。

( 20 )

若略去边界效应
,

即认为

零级近似解给出一些

B
二

驻波
,

则 ( 6 )至 ( 1 0) 已给出 ( 5) 的通解
。

q ;

和 q Z

是沿 x 和鲜方向的波节数目
。

由甜的本征方 程 的 非



6 O 中 山 大 学 1 9 8 6年

零解条件决定了按 ( 9) 只有刀
又 N个解

,

无须借助于 B or n 一
长 ar m a n 条件

.

此 外
,

在 ( 2 )

巾无论取正或负
一

号所得到的甜都是相同的
,

所以每个解都是二重简并的
, 即共 有 ZN

“

个

解
.

这时
,

代替通常的波矢量
,

由波节数 ( q
l ,

q
:

)组成的二维分立有限点集构成 布 里 渊

区
.

由此可见
,

只要如实地把晶格看成有限
,

问题不会变得复杂化而是更简单和自然得

多了
。

图 ] 给出了一些零级近似振动模
,

图中括号内你明了相应的 ( q , , 口2

)值
,

正负号对

应于 ( 2 )中的两种情况 ;
实线为处于平衡位置的晶格外形

,

虚线为振动中位移的 外 形
.

( 0 , o )
土

相应的模为平移
,

具有零频率
,

本征值等于 ( 2 + 4的
; 这是可能达到的最大 的 本

征值
.

其余四个模 ( 10 )
* ,

( 0 1 )
*

出现横波与纵波的祸合
.

这区别于通常无限晶格 动力学

所得到的物理图象
.

后者在简谐近似下给出的横声支和纵声支模是互相独立的
.

粗看起

来
,

这四个模 与一些宏观谐振相象
;

( 1 0)
+

类似于流体压力谐振
,

( 1 0 )
一

类似于 长 变 谐

振
,

( 0 1 )
*

类似于切变谐振
.

但是计入 B *

的作用后这些模不再独立
,

而与其他波节 数相

应的模 祸合成复杂的有别于宏观谐振的微观图象
。

叮
-

一
;

一万: 刃丫二弓
一 一 . . . . 一

一片
. ; 、

任二毛
’

一
-

一 二
-

-

一

{ }: : :
{

:
’ .

:

杆# 一件
一竺一 竺

万二万: !一

的川理
,

加加引旧胜旧加伦32加21的邓

协一
ō .

一ù
犷
。

r 一 - - 一 ~ 号

厂
-

一
门 {

, - -

一
、

:

图 l 零级近似模 图 2 非零元< q i g Z

! B 士

19 : , 9 2 , >

认的 J}:零元来自选( N 一 l) 个边界点
,

分布于 4 (刀 一 1 ) X 4 ( N 一 l) 准对角方块 中
.

由

( a 月) = ( 11 )点开始
,

按逆时针方向绕正方形边界一 周顺序来排列各边界点
,

则方 阵 B

的非零元所在的准对角方块具有十分简单的形式
。

例如 N = 4时
,

将行和列顺 序 排列成

( a 口) 二 ( 1 2 )
.

( 2 1 )
,

( 3 1 )
.

( 4 ] )
.

( 4 2 )… … ( 1 2 )
,

贝1!有

0 0

0 2 1

1 2

0 1

2 1 1

1 2 0 0 ]01一21

o一21n
énù00一x

方二
二 二

O 1

1 2 1

10一1

ox一i

1 0

0 0 1 1 2
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万 \

2 2 1

1 2

l 0

J
I
||

;
||J

1

0 1

1 2 1

1

1 0

1 0

0 1

1

B二
= a 1 2 2 0 1

l一2

2一222 0

1 0 2

一21

一21一r

1 0 1

1 0 1 1 0

1

( 1 1 )

一01o一2

( 1 1 )中没有写出来的元素都是零
,

将 1 2 x 12 的 爪用零元素扩展到 1 6 x l6 矩阵便得 B 士 .

利用 ( 1 1) 中巳充份表现出来的规律
,

很容易直接写出任何 N > 4的B * 。

以 ( 7 )至 ( 1 0) 中 g 表象的正交归一化矢量为基可以用久期微扰方法精确解出 本 征 方

程 ( 5 )
。

展开

1>
=
习 D 。 ; 。 2

1。
, 叮2

>
,

( 1 2 )
9 x q 之

得到久期方程

乞 < 。 , 。2

1刀
*

l。 l’
q

了 > D q , , 、 : , = 〔。 一 。
( q , , 。 2

)〕D q , 。 2 .

( 1 3 )
q z , 叮2 ,

( 13 )是关于D 。 , 。 2

的 N ` 万齐线方程组
.

以 B
十

和 B
一

分别代入可各得 N
“

个本征值
。 ,

每个
。
有

一组解 D q , 。 : ,

分别称为对称解和反对称解
.

于是在简谐近似下出现不同波节数 ( q : ,
q

Z

)驻

波之间的祸合
.

然而在无限晶格动力学中通常认为简谐近似导致以不同波矢量为表征的

模是互相独立的
,

边界效应严重改变了一向公认的这种关于声子的物理图象
,

下面关于

祸合规律的讨论结果表明
,

只有经过这种严重改变
,

新的物理图象才能符合实际
。

直接求解 ( 5) 或通过久期微扰公式 ( 1 3 )求解
,

都是一个N
“
维线方程组问题

。

但 ( 1 5)

中 自由边界矩阵在 g 表象中的矩阵元 < q ,。 :

t B *

}好 ` > 已 构成准对角化
,

用 N = 4可将

准对角化一般规律清楚地表示出来
.

将 ( g ,
:

2

)按 ( 0 0 ) ; ( 1 1 )
,

( 2 2 )
,

( 3 3 ) , ( 2 0 )
,

( 3 2 )
,

( 1 3 )
,

( 0 2 ) ; ( 10 )
,

( 3 0 )
,

( 12 )
,

( 3 2 ) ,
( o 一)

,

( 2 1 )
,

( 0 3 )
,

( 2 3 )顺序排列
,

则非零的

< 。 , q Z

}B
:

}打 打> 只可能出现于图 2 中黑点所在位置上
.

由于

< 0 0 {B
*

1口
,口2

> 二 < 口
,夕2

IB
士

10 0> = o ,

( 1 4 )

所以平移模 ( 0 0)
:

( 参见图 1 ) 保持独立
。

此外
,

q ,

和外都是奇数或都是偶数 ( 包括零 )

的驻波互相祸合 , ql 为奇 q Z

为偶的驻波互相祸合
, q:

为偶兔为奇的驻波互相祸合
。

故在图

z 中驻波 ( 10 )
十

还要与 ( 3 0 )
、 、

( 1 2 )
十… … 等相组合

,

( 1 0 )
一

还 要 与 ( 3 0 )
一 、

( 1 2 )
、 · , ·

… 等
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相组合
,

才能给出简谐近似下的独立振动模
。

图 1 中的驻波 ( 0 1 )
,

有类似情况
。

一般地
,

组合得出的独立振动模式 变 复 杂 了
.

但是也有简单了的特殊情况
.

例如反对称解中驻

波 ( 0 1 )
一

与 (娜 )
_ ,

( 。5 )
- … … 等组合给出以晶格质心为定点绕

: 轴旋转的独立模
,

虽然各

个成份驻波相应的频率都不等于零
,

即

。 ( 0 , 口) < 2 + 4叮 , 口= 1 , 3 , 5 , … … ,

但他们组合给出的独立的旋转模具有零频率
,

即本征值
。
等于 ( 2 + 4 a)

。

在通常的晶格动

力学中认为不同波矢量的模各自独立
,

不容许在简谐近似下作任何组合
,

结果丢失了众

所周知的旋转模
,

这显然是错误的
.

在三维晶体中
,

传统的晶格动力学只给出一个纵声

支零频率和两个横声支零频率
,

丢失了三个旋转零频率
。

自从软模的物理意义被阐明以

后
,

丢失了零频率是不能容忍的错误
.

有限晶格动力学应用 自由边界矩阵方法找回来了

旋转模的零频率
,

是否还能找到其他被丢失的零频率
,

必须进一步考虑
.

如果 可 能 找

到
,

这将是一个被丢失的软模
,

其本征矢将记为 】S M >
。

将对称解和反对称解的本征值分另lj记为
` +

和 。一 应用 ( 1 1) 可证明一般地有

T r B上 = 0
.

( 15 )

故 乞
。 = T r (甜 + B *

) 二 T r g =
习

。 ( ql 乳 )
.

容易由 ( 8) 给出各本征值之和
口一q Z

万
` 、 = ( 2 + 4 a ) N ( 1 6 )

为定值
。

在零级近似对称解和反对称解中各只有一个最大的本征值
。 ( 00 ) 二 ( 2 + 4的

。

其

他驻波在祸合后必然有些本征值减小而另一些增大
,

才能保持 ( 1 6 )为定值
。

其中最大的

一个最有可能达到 ( 2 + 4 a) 而给出零频率
。

反对称解中的旋转模就是例子
。

在对称 解 中

也可找到这样的例子
。

设 N 二 3 ,

容易计算出

. 。 、 ,

\ 1
. _ 。 、

1 O l v l 户
) =

一
1 I U 尹夕 --I

了 1 8 一 12侧 2
-

2侧畜 一 3

训 i葱
es

二面万亨
! 12 >

。

( 1 7 )

相应本征值
` 、

( S M ) = 1 + 2 ( 1 + 2侧厄 ) a
。

( 2 8 )

当键角力系数与键长力系数比值 ( 一 h f/ )由零增大至 0
.

3 5 3 5 5时
, 叮单调 上 升至 1

.

2 0 7 1 ,

这时 ( 1 8 )相应的频率下降到零
.

对于较大的 N值
,

类似情况的出现是可能的
。

在无限晶格动力学中通常认为 S M的出现是由于某个模 ( 相应于本文的零级 近 似 )

的恢复力系数软化向零 〔“〕 。

前述边界祸合软模具有不同的性质
,

甚至在键长力系数 f大

致不变而键角力系数 ( 一 h) 硬化增大时也会满足软模条件
。

从化学意义看
,

这反映 了 共

价键增强时发生的现象
。

声学振动边界祸合软模是一个。一 。的组合驻波
,

其结果将导致

晶体出现格子常数被调制的超晶格结构
.

这种效应在真实晶体中 近 年 已 被 广 泛 观 察

到 ( 4〕 。
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