
关于一类泛函微分方程解的渐近性态

摘 要

本文研究 B e r
nf

e
dl 和 H a d d oc k在 1 9 7 6年

“
非线性系统及其应用

”
国际会议上提出的间

题
,

分析一类自治泛函微分方程
,

当普通方面不支配泛函方面时解的渐近性态
.

2 9 7 6年
,

S
.

R
.

B e r n f e l d和 J
.

R
.

H a d d o e k在 a
非线性系统及其应用

” 国际会 议 上 提

出问题 : “ 如果一个泛函微分方程的普通方面并不支配泛函方面
,

情况该是怎样呢 ? ”

并提出猜想
:

时滞方程

尸 二 一 二 一

执)t + x 含 (t 一 ,

) (
1
> 0)

的每个解
,

当 t` 。 时趋于常数
。

1 9 8 1年丁同仁 〔`〕对一类更广泛的时滞方 程 证 得 了 结

论
。

本文拟对自治泛函微分方程研究这一问题
,
以期进一步对 B e r fn e ld 相 H a d d oc k提

出的问题作 出解答
.

马1
.

若干记号和假设

长义考虑泛函微分方
蔽哭

汀x 。 ,

—
一

二 f 几X 尹 )

口 t
( z ) a ) ( 1 )

按通常假设
,

C ( 〔 a 一 : , 。 + 注〕 )表示从 〔a 一 , , a 十 A〕映射到 R的连续函 数 空 间 (
:
> 0 ,

且 ) O )
,

C 表示空间 (C 〔 一 ?
·

,

的 )
。

为叙述方便
,

对征 C ( 〔一
: ,

A 〕 )及 I 二 〔。
.

酌二 〔 一 r ,

A 〕
,

定义训。 C ( 纽一 , , 一 : 十 (口一 的 〕 )是适合以下关系的函数
:

材 (的 = 甲 ( a 十 : + 的 ( 一
:

蕊 a 毛 一 : + (口一 a ) ) ( 2 )

特别
,

i己区间 J = 〔 一 , ,
一 : 〕 ( O < : 蕊

,

)
,

则

切 J (口) 二 切 ( 8 ) 对口。〔一 , ,
一 s〕 ( 3 )

在本文中我们始终假设方程 ( 1 ) 的右端F 是C上的连续泛函
,

且可 明下 式 友示
:

F (中 )
二 f (争 ( 0 ) ) + G (甲 J ) 对甲。 C ( 4 )

仁文 1 9 8 3年12 月收到
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这里 介C (R )是严格递减函数
,

G 是 C ( J )上的连续泛函
。

注意到对 t。〔a , a + A〕
,

xt (。 ) =

二 (t )
,

泛函微分方程 ( 1 ) 可写为
户

- 、
.

令
=

fx( , + “ `可’ ( t ) a )

这样一来
,

( 5 ) 右端的 f( x) 表示泛函微分方程 (

可看为
“ 泛函方面

” 。

我们把这两方面区分开来
,

的影响
。

( 5 )
卜 _

“
, ) 的

“
普通方面

” ,

而 G (二扩) 则

由此着手研究其相互关系及对解性质

当2
.

解的存在唯一性

定理 1 泛函微分方程 ( 1 ) 适合初始条件
` 、 · , 、

、

x 。 = 功 (功
“ c )

.

` ; 、 几
一 `

, r
.

钓解在区间 , 一 1 ,

co )上存在且唯一
。

证 利用归纳法
.

对区间〔a 一 , , a + sn 〕 (
: = 1 ,

.2 二证明解的存在唯一性
.

对
: = z ,

可记 I ( t ) = 〔一 : + 才, 一 s + t〕
,

定义函数仇 ( : )
〔 C (〔o , 兮〕 )如下

:

gl ()t
=
(G 少

`

))t ( ett o,s 〕 )
、

一
’

、 1
`

由 〔 1〕的命题 2 ,

知下述初值问题
-

一价 一
几

二
` ,

( 6 )

首先
,

心7 )

一

车
· r (

x
) + 。 :

( f )
,

a 不

在区间 〔0
,

习有唯一解
。

设解为功
:
( )t

,

x ( 0 ) = 价( 0 )

令梦
,。 C (〔 一

, 、 : 〕 )为
:

一

( 8 )

、
l

梦
,

( 8 ) =

功(夕)

功:
( 8 )

一 r ( 6 ` p
,

0 < 0簇 s

( 9 )

不难验证
:

x( O = 梦 :
(卜 a) 是初值问题 ( 1

`

) ( 6 ) 在区间〔。 一 二 , 。 十均上的唯一解
。

设对
n = K 已作出函数梦

: 。 C (〔 一
7 ,

K s〕 )
,

使得函数
x
( t ) = 梦 x

( t . 沙 ) 是 ( i ) ( 6 )

在区间 〔。 一 : , 口 + K习的唯一解
,

那么
,

对
。 = K 干 1定义梦

二 + ; 。
(C 〔 、 , ,

(K 干 l) 均 )为
:

`

叽 ( 0) 一 : ( 夕( sK
梦一 ( a ) 一 飞功

二十 :

( o ) 、 了
< o、 ( K + ` ) “

其中人
十 ,
是初值问题

斋
= “ X

, + 。一“ ,
, X `K ￡

,
= 梦

· ` K S
,

的唯一解 (夕
二 + :

(` ) = G (梦会
“ ’

)
,

K “ ( `簇 (K + 1 )
` )

,

则
x
( t ) =
叽

十 :
(卜 a ) 是 ( 1 ) (

`

6 )在

〔口 一 , , 口
+( K +1 )sj 上的唯一解

。

这样
,

可知对于区间〔 a 一 : ,

co )定理成立
.

推论 设 f尤 ( R )是严格递减函数
,

从。
(C R ) ( f

二 1
,

2 ,

…
,

n)
,

则有界变时滞方程

dx ( t )
d t

一 r (
二
( : ) ) 十匀

。 ` (
二
(卜

: ` ( : ) ) ) ( 10 )

( 其中介 (O连续且
: ( 介 (习镇

, ,

对 t ) a) 适合初始条件x( t ) 二劝 ( t ) f a 一
; 提 t攫 a) 的解在

〔口 一 犷 ,

co )上存在唯一
。
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那
.

解的有界性与渐近性

本节将具体分析泛函微分方程 ( 1 )的任何一个解 x = 以 )t ( a 一 t成 t< oc )
.

我们记

区间

I, = ( 0 一 , + : s , 口 + : s〕 , I 。 尹 = 〔a 一 2 , + 。 s , a + : s 〕

对自然数
:
) 〔

半
〕

,

卜 ` ,

取 。 ·

“
· ` ,

使 得

。 已
f

.

x ( a
。
) 二 tn a 、 x ( t ) = M , ( 1 1 )

t￡ I目

我们对方程 ( 1 ) 作以下基本假设
:

( H )
:

设对任何样 C
,

有递增函数几试 6) 定义在区间 J 上
,

刁。 ` 几试 一 “ ) 、 标 ( 一 r ) > o ,

使得
,

, ; 、
一 1 「一 r , , _ , 。 、 、 J , , n 、

。 火甲
`

)溉
电了一一 1 1七甲气口 少 ) u 几甲气。 )

。 甲 J 一 S

( 1 2 )

此处积分是 S t i e l t j e s积分
。

引理 1 如果 ( H )成立
,

且存在若
。 I n ,

使得
x `

(若) = 0 ,

则必有 x (专) ( M
。 一 , .

证 因 义 `
( “ ) 二 ” ,

故 G (万髻)
= 一 f (二 : ( ” ) )

,

由 假设 ( H )
,

存在 “ : ( ” )
,

使 ` ( x蛋) 、

丰 f
r

, (二 , 、。 ) )、 * ; ( a )
.

根据 s t i e l t se s积分性质
,

易知存在。 ; 。 ,
,

使得
:

Z J左 J 一 尺

1 「一 r , ,
_ _ , 。 、 、 , ,

_
, 。 、

一 丁 L尤亡L“ 占” 二
一

.

万了J
一 : ,

一

、万雪气口 ” “ 再 “ 、 口 ’ ( j 3 )

从而 f (` 班的 )簇 f (`多0) )
,

因为沂严格递减
,

所以
,

x( 若十处 )妻 x( 动

往意到争几
,

O梦 J
,

而言十处eI
声。 一 ; ,

因此
,

以幼 簇 x( 若十 处 )簇M
。 一 , .

引理 2 如果 ( H )成立
,

且有整数 m使 M 、
一 ,

< 加 。 ,

那么必有M 。 < M 。 十 , ,

且解 x( 日

在 〔a 十 优 s , a 十 ( m + 1 )习上严格递增
。

证 因 好 。 二 以 a , ) 是 x( )t 在 I袱的 最大值
,

M 二 一 ,

< M 。 ,

故应有
a m “ 二 ,

若不然
,

: 。 。 I衬
一 I 、 ,

由a 一 r + 阴“ 簇口 + ( m 一 1 ) s知 a 二` I ` 。 一 工,

则M fn 二 x (
a 二 )簇M 二 一 ,

与假设相矛

盾 ; 同时
,

一

可断定 “ 二 二 U 十 而
,

不然的话则 a 。 < 口 + snI
,

即x( 功在 I袱的 内点达最大值
,

则 x 尹

(
a 二 ) 二 o ,

按 引理 1 仍有M 二 二
x(

a
动 ( M 二 一 ;

与假设相矛盾
.

这样
,

x( t) 在 I二
了

的最

大值只在右端点达到
,

且由引理 1 ,

唯有
x `

( a + 哪 ) > o ,

从而有省
` I / 二 + ,

使 x( 言) ) M 。 ,

因此
,

M 。 , :

) M。 成立
。

另一方面
,

因必有区 IHJ 沙 + 二
,

衬使 x 产

(t ) > o ,

而。 < co 时 x `
(刀) = 。 ,

由 引 理 1
,

易知刀) a + ( ,。 + 1 ) , ,

因此 x ( t )在 〔口 + 积 s ,
a + ( m + 1 )

s 〕上严格递增
。

引理 3 如果 ( H )成立
,

则解 x( t) 在〔a , a + 2幻 ( a ) a) 上不可能是严格递增的
.

证 由 ( H )成立
,

对城 O
,

应存在函数为( 0) 使
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G (
·

犷, 、
命 {二:

“ X , ` , , ,̀ , ,`” ,
一

`对` ) · ,

同时从 S it e lt 」e s积分性质可求出 et
o J

,

使得

l r
一 r , , , 。 、 、 , , , 。 、

一 ’ 气不 ` L “ ` ) ) = 一

万 J
一 s ’ L不 `、 “ ’ ) “ 几 ` 、 口 ’

现设引理结论不成立
,

则对 t。 〔a + , , a + 2门有

x ( , + s r ) < x ( t )

此 。。x ,
(。: ) <

x , (。 )
,

从而。 (
x

: ) 、 一 , (
x 才
( a

,
) ) < 一 , (

x , (。 ) )
,

由 ( 5 )式得出对 t 。 〔a + : , a + 2 , 〕有
:

d x
( t )

d t

二 , ( x ,
( o ) ) + 。 (

弓
) < 。

( ] 4 )

即x( )t 在〔 a + : , a + 2幻递减
,

由此得出矛盾
,

故引理结论成立
.

定理 2 假定 ( H )成立
,

则泛函微分方程 ( l) 的每个解 x( )t 有 上 界
,

且 `” + 的时趋

于常数或 一 co
。

证 首先 可 证 明 M
。
毛M

” 一 , ,

若不然
,

设有整数 m使M m 一 :
< M

, 。 ,

则由引理 忿推出

M 二 < M 。 + 工 ,

且
x
( t )在区间 I “ ’ 二 〔a + m s , a + ( m + z )

s〕严格递增 ; 再从M , < M二 * 」

则

推出在 I ` 2 , = 〔 a + ( m + i )
s , a + ( m + 2 )

s 〕严格递增
,

依次类推
, x ( t )在 I ` k , = 〔 a + ( m +

k 一 1 )
s , a + ( m + k ) s 〕 严格递增

,

从而在 I `” U l ` 2 , U … U l `吞, 上严格递增
,

只 要取

K 》
年

,

则得 出
二
( , ) 在 〔。 + m : ,

。 + m : 十 : 。 上严格递增
,

与引理 3矛盾
,

可见上 面 断
~ 夕 S

’

~
” J

山
` 一 、 .

/ 一 、 一 ”
’

一
’ 一

”
『

一 “ ’

“ ~ ”
目

~ ” “ ’

“
’

一
’ `

一
’

“
’ ` ’

“ 一一
’

-
- 一

’

言成立
。

这样
,

{ M
。
} 是单调递减序列

,

由M
。
的定义知 x( 约有上界

。

这时
,

记M 二 h m x
( O

t 一 》 因

二 1im
朴

- ~ 加 .

M
。 ,

则M < co
.

若卫 = 一 二
,

则定理结论成立
, 若M > 一 二

,

则令竺贝
.

x( ` ) 二 N
,

t
,

- ) ,

当然N 簇 M
,

我们往证N
二 M

。

实际上
,

若N < M
,

则存在 L适合N < L < 材
,

及任意大灼正整数
: ,

使得在 〔。 一 2
?

+ , :̀ , 口 一 2 : + ( n + i ) : 〕中有
丁。

适合
x 行

。
) = L ,

此时〔: ,: , : 。 + 2 : + s〕〔 I
。

U l
。 、 ,

(」I 。
二 :

.

因对每个 t 。 〔: 。 , T 。 + 2 : + : 〕
,

均有8 , ` J
,

使

, (一 (“
! , , =

命 I二:
“ 一`“ , ,` “ 才`“ ,一 G`·

于是 ` + “ , 。 〔: 一
; , ` · + 2 了〕〔 〔 a 一 3下 + ” “ ,

“ + ( ” + , )“ 〕
,

我们 取 ` 一 〔
于〕

+ ` ,

则〔 G -

3 , 十 n : , J 十 (n “ 为〕 己 `
;
一 : U《

一
: 十 ;

。 一 U `二
+ , .

计 及 时个 ,》 M
”

一 : ) … ) “ 。

一 故

x ,
( 0

,
)毛 M

” 一
2

.

现令 M
。 一

=l M 十 e 。 ,

( O (
。 :

( 1 )
,

那么由五 < M及
x `

( t )簇 f (
`
( t ) ) 一 f ( “ ( e

` ) )蕊 f (
` ( t ) ) 一 子( M 十 “ ”

)

则按文〔 1〕的命题 4可推出有正数“ 与
` 。 ,

匀无关
,

使

M
。 一 I一 x ( )t 妻声> O (

丁 n

提之簇 : 。 + 2 , + : )
` ,

( 15 卜
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由 于 I
二
十:

二 〔: 。 , : 。 + 2 , + s〕 ,
一

故
a 。 十 , 。 〔: ? : , : 。 + 2 , + s〕 ,

在 ( 1 5 )式中取 , = a , + , ,

则有

M
。 一

I 一 M
。 十 ,

) 拌> O ( 1 6 )

由于 n是可任意大的某些正整数
,

l是常数
,

由 C a
uc h y 收敛原 理 知 这 是 不 可能 的

,

故

=N
M

.

因此
,

当 ,` co 时若 x( 0不趋于 一 co
,

则必趋于某个常数
,

定理得证
。

推论 设厂是严格递减函数
,

连续函数 g适合
n g (劫李厂(若)

,

则有界变时滞方程

d x ( t )

d t
二 沂(

x ( t ) ) 一 】 夕 (
x ( t 一 : ; ( t ) ) )

`二 1

( 1 7 )

( 其中介 ( )t 连续
,

对 t ) a
, ;

) 丫 ,

( )t > … > 肠 ( )t ) :
) 的解x( )t 当 t~ + co 时趋于 某 一 常

数或 一 oo
。

证 此时
,

对 x t o C
,

定义 4 t ( 6 )如下
:

一 ,
( e < 一 丫 :

(吟
一 r ;

( t )提 0 < 一 了 2
( t )

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

… … ( 1 8 )
一 介 ( )t 镇 6 ( 一 :

/百̀龟恤,/、J.了.、

一一
、 .声八口

廿

矛̀、

本二

,儿

则得出

丰 {二: r (
劣 ,

(。 ) ) J * ` ( o )
二 一 工全r (

二 ` ( 一
: ` ( : ) ) ) 一

觉
。 (

二
( : 一

: ` ( , ) ) )

。 t J 一 儿 ` = i ` = 1

这意味满足 ( H )的要求
,

从而结论成立
.

注 当 n = 1时
,

对变时滞方程

d x ( t )
d艺

” 厂(
x
( t ) ) 一 g (

x
( t 一 : ( t ) ) )

结论成立
,

当 : ( )t 注
: 时便得 出文〔1〕的定理 1结论

.

下来
,

把基本假设 ( H )改为
:

( H )气 设对任何甲 。 C
,

有递增函数 几试 0) 定义在区间 J上
,

乙甲 = 又试 一 :
) 一 久试 一 :

) > o ,

使得

G (。
J , 、

命 J二:
厂̀ , (“ , ,“ , · (“ ,

( 1 2 )带

类似定理 2
一

可得出
:

定理 3 假定 ( H )辛成立
,

则泛函微分方程 ( l) 的每个解 x( t) 有 下 界
,

且 t~ + co 时趋

于常数或 co
。

综合定理 2及定理 3 ,

最后
,

可得出方程 ( l) 解渐近性的基本定理如下
:

定理 4 设对任何甲
。 C

,

有 递 增 函 数久试 0)
,

定义在区间 J 上
,

且刁, 二 又试
一 :

) -

标 ( 一 : ) > 0 ,

使得
。 ( 、

J ) 二

干 {二: r (
, ( a ) )岔, , ( e )

` J护 J 一 ( 1 9 )

则泛函微分方程 ( l) 每个解 x( 劝有界
,

且素, + co 时趋于某一常数
。

推论 设 f是严格递减函数
,

则方程
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X ` , , ,一告之
“ X

一

“ 一“ ` , , ,
( 2 0 )f(

d x
( r ) _

d t

(其中 ir (才 )连续如
_

对 t ) a , ,
) ; J

( O> : :
( )t > … > 介 ( O ) :

)的解 x( O有界且当 t , + co 时

趋于某一常数
。

注 当 : ` ( t )二 i , 时 可得到文 〔3〕却例 3
.

4相向的结论 , 当 。 = 1及 : ( O二
: ,

可得到文

〔 z
冲的定理 3 , 特别对 f (

。
)一

。告成立
,

即 B e r n f e l d和 H a d d 。 。 k所提出的猜想成 立
.
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