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摘 要

本文以欧氏空间自映射零点计算问题为背景
,

采用整数标号
,

改造了 M e r ir ll 重复开始

算法
,

使其程序实施变得简单
,

并且建立保证计算收敛的一个充分条件
.

本文采用整数标号
,

将以集值映射不动点计算问题为 背 景 采 用 向 量标号提出的

M er ir n 重复开始算法妈
“〕 ,

用于计算欧氏空间连续自映射的零点
,

使之成为 非线 性问

题数值计算的容易实施的有效方法
。

考虑欧氏空间自映射 f :
R

” ` R
”
的零点计算问题

.

我们将把问题放到 〔o
, 1〕 x R

”

中解

决
。

一
、

单纯剖分和整数标号

单形及其面的概念是熟知的 〔`〕 ,

为本文讨论的方便
,

下面所有单形 都 指相对开的

单形
.

j + 1维单形的 j维面特别称为界面
.

定义 1 称 G为〔。
,
1〕 x R

”
的一个单纯剖分

,

如果G是
, + 1维单形的集合

,

G的所有单

形的所有面分割〔。
, 1〕 x R

” 。

这时
,

所有是 G中单形的面的 j维单形的集合记作 jG
,

称为 G

的了维骨架
。

显然
,

G
” 小 ’ = G

,

而G
。

是单纯剖分G的顶点的集合
。

定理 1 设 G是〔。
, 1〕 x R

”
的单纯剖分

,

在 G
” ,

则当
: 〔 { o , 1 } 米 R

”
时

, 二只 是 G 中一个

单形的界面
,

当: 中笼。
, 1卜x R

“
时

, ,恰是 G中两个单形的公共界面
.

记 p: 〔。
,
1〕义 R

”

` R”
为投射

,
G中单形

口 ” <y
一 ’ , …

,

夕”
)的投影直径定义为 d ia m p “ =

m a x 一 ; ` f , j ` ft
{ }!P (夕i ) 一 P ( g j ) 1}}

,

G的投影网径定义为 m e s h PG = s u p 。 。 。 { d i a m刃 }
.

本文 19 8 5年 3 月收到
. 本文的工作得到中山大学高等学术研究中心基金会的资助
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定义 2 设人> o
,

h Z
n

是 R
”
的各分量均为h的整数倍的点的集合

.

若犷
`。 { o } x hZ

” , 二是

N
。 二 { 0

.

…
, n }的一个置换

,

就记 k
,

(岁
一 ` .

二
)

= ( 夕
一 ` ,

…
,

夸”
>

.

这里 万`二 夸`一 ` + h
二 ( i )俨 “ , ,

i ` N
。 ,

其 , l、。
” ,

…
, v ”

是 R
” 十 ’
的 n + z个标架 r1P 量

,

h。 = i ,

但h i = 11
,

i o N = { 1
,

…
, n }

.

最后
,

记所

有这样的k
,

(夕
一 ’ ,

劝的集合为K ,

(h )
.

定理 Z K ,

( h )是〔0 , z 〕 只 R
”
的一个

一

单纯剖分
,

其投影网径 m e s il , K
,

( h )
= 侧 n h

.

定理 3 设 a = k
,

(夕
一 l

声 ) 二 ( , 一 ` , … ,
,
”
>
` K :

( h )
, : = ( 夕

一 ’ , … , , i一 ` , 夕i 十 ’ , … , , ”
) 是 a 的

不在蓬。
,

1 } x R
”

的界面
,

则 K
,

( h) 中唯一与
a
共有界面

: 的单形尹 二 k
,

( :
一 ` ,

助可 由 转轴规

则表 (表 1 )确定
。

表 1

}
_ 一 1

{
z `

J I名

夕
一 1 + h 打 ( o ) 口兀 ( o )

(二 ( l )
,

…
, 二 (

n

)
, 二 ( o ) )

y
一

1

(二 ( o )
,

…
, : ( i

一 z )
, 二

(` + z )
, 二 ( i )

, 二 ( i + 2 )
, … , 二 ( n ) )

少
一 ` 一 h二 〔。 。 。 汀 ` ” `

} (
二 (。 )

, 二
( o )

,

二
, 二 (n 一 1 ) )

一拭
雌

定理 z , 2 , 3 的证明见 T o d d〔2 9 7 6〕
.

由定义 2 得下述引理
:

弓!理 I K
: (

h ) = { o , 1 } x ” z
” ,

且 ( o , x
)
。 ` : ( h ) 当 且仅 当 ( 1 , x

)
` K

{(
“ )

.

设 h ’
/` 为整

数
,

贝d K
伙h ` ) 二 K

扛h)

二
、

可见
,

对于同一个剖分 K ,
(h)

,

在 {0 } x R
“
的顶点与在 { 1 } x R

”
的顶点投影位置一致

.

另外
,

设两个儿
、
( ll) 型剖分的网径参数 h是整数倍的关系

,

则较粗剖分的顶点都自动是较

细剖分的顶点
。

为行文方便
,

以下单形均专指K :
(的中的元素 (

n + 1维单形 )
,

常用 a
表示

,

界面均专

指 K
,

( h )中元素的
n维界面

,

常用 :
表示

.

定义 3 任意取定
c 〔 ” z

· ,

确定整数标号法` : “ : (” )净 N
。

女口下
.

设
、

, 。大: ( h )
,

若

万 二
( 1

, x
)

,

贝叮

“ `
, X

,
=

{
o ,

若对所有 i o N
, x * ( c 、 ,

m i n { i l
x i > c i }

,

其它情形 ;

若 , 二 ( 0 , x )
,

则

` ( ”
, X

,
=

{
0 ,

若对所有 i o N
,

f` (
x
)簇 0 ,

m i n { f ! f i (
x
)> o }

,

其它情形
-

定义 4 称: 。 K
{ ( ” )为全标界面

,

如果它的
。 + 1个顶点具有。 , …

, n全部
。 + ,种标号

.

称。筑 ( h) 为全标单形
,

如果它有一个界面是全标界面
.

全标单形的
, 十 2个顶点具有

: + 1种标号 O , … , ” ,

故恰有一对顶琳标号相同
.

所以
,

金标单形都恰有一对全标界面
。
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引理 2 设 c o hZ
” ,

取犷
` =

( o
, e

)
, p = ( o , … , n

)
,

则 a = k
,

(刀
一 ’ , p ) =

<鲜
一 ` , … , , ”

>是

K
,

(的中唯一有全标界面在 { 1 } x R
”

钓全标单形
,

这个全标界面就是
: =

<,
’ , … ,

,
”
)

.

证明 因夕
“ = 夕一

“
·

h户 (。 ) 。 p ` “ , = y
一 ` + h

o u o = ,
一 ` + v o = ( 1

, 。
)
。 { 1 } x R

n

沼
` , … , 刀”

都由

, `依次加上入
v ` ,

i o N而得
,

故 , ` , … ,
,
”
的 `坐标与 ,

。
一样

,

得 ( , 。 , … ,
,
”
>二笼i } x R

” .

这 时

由标号法即知 l (刀 i ) = i
,

伦N
。 ,

知勿
“ , …

,

万”
>是位于 { 1 } X R

”
的全标界面

。

反乏
,

设
:
是位于 { 1 } 交R

“

的全标界面
,

则由K ,

h( )的构造
,

必须 : 二笼1 } 、 〔。 : , ` , + 幻

x … x ( e , , c 。 + h〕
, : 的顶点均具有 (一

, c , + a ,
h

,

… , c : + a 。
h )的形状

,

其中
a i = o或 1

.

另一方

面
,

铂K ,
h( )的构造

, ’ : 的顶点都由某顶点先后加上。。 : , … ,
h。

”

而得
.

由此可 知
,

标 号为

0 的顶点必为 (1
, c : ,

一
,
气 )

,

标号为 1 的 顶 点必为 ( 1 , ` , + h
, c Z ,

i..
, ` ”

)
,

前 者 就 是 ,
0 =

犷
` + 沪

,

后者就是夕
` = 夕“ + 肠

’ 。

这时
,

下一个顶点必须是 ,
“ = 夕’ 十 vh

“ ,

否则若下一顶点为

, ` + vh i, f ) 3 ,

则
:
将永远失去标号 2 的顶点

.

同样
,

再下一顶点必须是 , “ = 夕 2 + vh
“ .

如此

做下去
,

得
: = <夕

“ , … , 夕”
)

。

所以
, T = <y

“ ,

… , 鲜”
>是位于笼1 } x R

”
的唯一全标界面

。

’

最后
,

据定理 1 ,

k
,

(夕
一 ` ,

)P 是唯一以
T
为界面的单形

,

所以是 唯一有 全 标 界面在

{ l l x R
”

的全标单形
.

引理得证
.

二
、

算 法

与 定义 s 以 K
:

(h) 中的全标单形为节点
,

两节点连接当且仅当它们有 公 共 的全标界

面
,

得到图 r
.

设口er
,

定义节点。 的度数 # (a) 为图 r 中与u 连接的节点的数目
。

气…
引理 3

`

设吞污厂
,

则当
u
有全标界面在 { 0

,

1} x R
”
时 # (的 二 1 ,

否则
,

# (的
= 2

.

、

详明 记 a的两个全标界面为 : `和尹
.

首先
,

不可能 , 尹和尹同在〔。 , 1〕 x R
”
的边界 {。

, 1 } x R
”
上 : 同属于 {0 蚤x R

”

或同属

于 { 1 } x R
.

将导致。 的顶点仿射 相 关的矛盾
,

分 别 属 于 {。 } X R
n

和 { 1 } x R
”

将导致 a 有

2 (
n + l) 个顶点的矛盾

.

若砂 〔 笼O
, 1 } x R

” ,

由定理 1 ,

K
l

( h) 中只有u 以 : 了为界面
,

故没有与 a共有全 标界面
: `
的单形

.

若
: `
赎 {0

,

1 } x R
” ,

由定理 l, K:
h( )中唯一地 有单形 (记作 )

。 `
与。 共 有全

标界面尸
,

这时已 是与 a连接的节点
。

_

对 T护 ,

有完全一样的结论
.

最后
, 、

住意
: 产和尹顶多有一个位于 { 0 , 1 } X R

” ,

就知
:

若 T 尹和尹之一在 { 0 , 1 } x R
“ ,

惫 t
、

之

# (a ) = 1 ,

否则
, : 尹和尹都不在 { 0 , z } X R

” ,

得 # ( a ) = 2
。

证毕
。

定理 4 设 c o hZ , ,
为

,

( ,
一 ’ , p )如引理 2 ,

则图 r 中有一个连通分支 是 以 k
,

(夕
一 ` , p )为一

端的简单路径
,

若该分支有限
,

则另一端是有全标界面在笼O卜x R
”
的全标单形

。

证暇
_

注意由引理 3 ,

节点成为图 r 的分支的端点当且仅当它有一个 全 标 界 面在

{ o } 丫 R
”
或魂1 } x R

n ,

定理立得
.

定理中的 k :
( , 一 ’ ,

川是一个人为的端点
.

以它为出发点
,

沿图 r 的连通分支走
,

就是

算法的思想
。

林法

步 。 取定正整数序列二
;
< 二 :

< … ,

使得对k o N
, 二 , · ,

加 k是整数
.

、

令 ;

二一 ( o
, ” )

,

置
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触 二 1 ,

:1) 二

步 1 令 式
,

二 (P ,二
1

)
,

若盯 (式
、

川足够小
,

取 :

亡
,

为 f的数值零点
,

停机
.

否
“ , i

“ , 人
传 , J

传 l `

则
,

取 〔o
,

1〕 火 R
”
的兀 l

( m二
`
)剖分

,

在定义 3 中取 e = x

二
,

令 , 一 , 二 ,二
, , a 。 , , = 吞

,

( ,
一 ` ,

( o ,

“ “ , 孟
“ , `

一
, n

) )
.

步 2 计 算 l 二 (I 蛇
, ,

)
,

记。 。
, ,

的另一个标号为 l 的顶点为`
.

若外
, ,

的与` 相对
件 , 凡 , 护 “ , p

的界面在 { O } X R
” ,

则令或
_

、 , 二 , 一 ` ,

置 :k = k + 1 , , : 二 1 ,

回步 1
.

否 则
,

设在 a 。
, , =

托 丁 志 , 孟

k
,

( , 一 ` , ,

) 二 <,
一 ` ,

… , , ”

>中 , 二
, ,

= , ` ,

按定理 3 的转轴运算规则
,

得到 a *
, , , : = k:

(
: 一 ’ , ; )

,

“ , 犷

记其 不是

注记

。 、 , ,

顶点的唯一顶点为习
+

k
s v + 1
置叭 二 , 十 1 ,

回步 2
.

同一个符号k
,

( : ,

劝在不同的 K
;

( l)I 中表示不同的单形
,

并不会引起混淆
。

为确定起见
,

算法 中步嘟取 “

几
, 一

(0, “ )作计算的出 发 点
·

但 由 引 理 “ 知
,

只 要

“ 从
丁

`
z

” ,

就可取 ,

:
, , 一

(0,
` )

.

定卿保证了算法的可行性
.

事实上
,

从kl(
, 一 ’ ,

(0, 一
, ”

开始的计算
,

只要未到达有全标界面在 { o } x R
”
的全标单形

,

就将一直进行下去
。

如果

找到了有全标界面在 { 0 } 火 R
”
的全标单形

,

则据引理 1 ,

以这个全标单形的 带 头 顶点

, 一 `

为新的出发点
,

计算将在较精细的剖分中继续进行
.

如此一轮一轮重复开 始
,

计 算

将一直进行下去
。

然而
,

不同的计算出发点 ,

众
,
可“邑导致不同的计算结果一

是收敛不收敛
,

二 是收

敛到这个零点还是那个零点
,

三是收敛到同一个零点的不伺的计算成 本
.

事 实 上
,

当

对 f : R
”
叶 R

”
没有要求或只要求连续时

,

是不能指望一般的计算收敛性保 证 的
.

所 以
,

在算法 中应当设置保护性出口
,

例如置定正整数 v 。 ,

当 v = v 。
时

,

就停止计算
。

三
、

收 敛 性 讨 论

本节将建立保证计算收敛的一个充分条件
。

定理 5 设厂
, g : R

”
, R

n

连续
, 夕 ( R

”

) c R
”

有界
,

f (
x
) 二 x + 夕 ( x )

,

那末
,

不论如何选

取 使得诸 , 。一 / , *均 为 整 数的正整数序列 , 1
< 、 < …和符 合 (0,

`
)̀ :(

,
万
` ) 的 ,

:,
: =

=
(”

, “
)

,

按算法得到的计算点列 { x

丈
, , }有子序列收敛到 f的一个零点

.

下面将通过引理来证明上述主要定理
。

记: 、 = m i n { e 、 , i n f , 。 * ”
g 、 ( x ) }

,

R s = m a x { c 、 , s u p : 。 : 。夕i ( x ) }
,

注= z , …诊n ,

记n 二 〔0
, z〕

又 〔 r ; 一 2
,

R , + 2〕 x … 火 〔 T。 一 2 ,

R
” + 2〕 ,

n 左 = 〔0 , 1〕 x 〔: : 一 占丙
,
R

: + 占吞〕 x … x 〔犷
。 一

几

6掩
,
R ,

_

。 、 。 。掩一 二 _ _ 。 。 。 ~ ~
_ _ _

一
, _ _

_ , -

+ 占; 〕
,
占。 二 万垂一

。 2 一 p
.

易见
,

fl
:
C n

: C … 〔 fl 二 〔o
,

1〕 X R
” ,

引理 4 全标单形都在 n 内
。

证明 先对 (K 呵
`

)进行讨论
,
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设 了 是全标界面
,

则据标号法
, T
的

n + 1个顶点分别被 x 一 :
或 x + g ( x) 送 到 R

”
的 n + 1

个由
, 一 1维坐标超平面界定的区 域 { x `簇 。 ,

f o N }
,

{ x :
> o , x 、 ( o ,

i> i }
,

{ x Z

> o ; x ` ( o
,
i>

> 2 }
, … ,

{ x 。 一 : > 0 , x 。
( 。卜

,

{与> 0卜
。

由此可见
,

R
”
的每个

n 一 1维坐标超平 面 {叭二 0} 的

两侧半空间笼.xl 《 。}和 { .xl ) 0} 都有
T的顶点的象

, x 一 c
象或 x 十 g 〔x) 象

二
如果 : 有一个顶点在 ln 外

,

因二
;

到
,

同一单形任二顶点各分量之差均不超彻二
` ,

更不超过 1 ,

就至少有一个论N使
: 的每个顶点 ,都符合 p` ( , ) < , `或都符合 p` ( , ) > 凡户这

样
,

就都有P i (夕) 一
c i < o

,
P` (夕 ) + 夕i ( P (夕 ) ) < o或都 有 P , (升 ) 一

e i> o ,

P` (夕 ) + g 、 ( P心百 ) ) > o
,

于是 {礼提叶和 {为 ) 0} 之一没有
:
的顶点的 (P , ) 一

c
象和 (P , ) 十叭 P(封 ) )象

,

所 以 t 不 是

全标界面
。

由此可 见
,

K
;

( ,二
’
)的全标界面都在 n

:
内

,

而全标单形是 由它的两个全标 界 面 张

成的
,

故全标单形都在 n
:
内

.

但 K
,

(二二
`
)在 n

:

内单形数目有限
,

故对 K :
(呵

`
)按定义 5

得到的图几的节点数目有限
,

因此据定 理 4 ,

K :
( m二

’

)中的计算必在有限步内因得到有

全标界面在 {。 } 、 “ ”

的全标单形 k
l

( ;
一 ` , 二

)而结束
,

这时得到 ;

之
: 一 , 一 ’ ,

当然 ,

之
: `

n
·

对 K l
( m

二
`
)重复上述讨论

,

因 ;

二
: 。
n

! ,
, :

) “ ,

同一单形任二顶
,

点的投影的各分量 之

差均不超过 2一 ’ ,

得 K :
(m二

`
)的全标单形都在 n

:
内

, ,

之
: `
n

Z ·

`

如此继续下去
,

注意必有 m * ) “ “ 一 `及 n k的构造就得
: 对每个 k` N

,

K
:

(m二
`
)的 全标

单形都在 n k内
。

所以
,

所有全标单形都在 n 内
。

引理得证
.

因 f : R一 R
”
连续

,

故在 P (n )一致连续
,

任给。
> o ,

有人> 0
,

使 得
x , x 产。 P (n ) 和

{
二 ` 一 二

:上、
h

, 一

l’eN 蕴涵 If` (劣 ) 一 f` (二
’
) ! 、

e / 、 万
, 、 N

.

, l理 。 设
e ,

h如上
, 。 。 ) 1 / h

,

kl ( ,
一 ’ , `

) = <,
一 ’ , … , , ”

>是 K , ( m

二
`
) 的有全标 界面在

{ 0 } x R . 的全标单形
, 二 = P (奋

一 ’
)

,

那末
,

}}f ( : ) 11(
e .

证明 由兀
:
( m 二

’
)的构造

,

易知 : = (犷
` , … , , ff 一 ` >就是 。 ,

( , 一 , , 二
)在 { o } x R

”
的 全

一 , .

~ 一
二 、 ” 一

掩
产 ” J ’ 甲

~
’

~
`

”
一 、 “

”
“

’

~ - ,

一
` 、

。
,

一 ”
-

-

一

标界面
。

如果 l (护 ) = j
,

就令才 二梦
,

介N
。 。

这样就得到
丫
的新的表示 : = (z

“ , … , z外
,

符合 l (矛 ) = 了
,

了。N
。 。

据标号法
,

就有

f ; (乡(
z `

) ) ) o ,

j o N
,

f s (乡(
: 。

) )毛 。 ,
i o N

.

所以
,

当介N
,

j `N
o

时
,

有

f` ( P (
z `

) ) = f i ( P (之
`
) ) 一 f i ( P(

: i ) ) + f i ( p (
: ` ) ) > 一 e

/亿万
,

f` ( p (
: `

) ) = f i ( P (
z 护) ) 一 f` ( p (

: 0

) ) + f i ( p (
2 0

) ) (
e
/训万

从而 }f i ( P (
: ` ) ) }成 。 /召万

。

故对所有 j eN
。 ,

,If (, (“
`
) )! }二 (习二

:
I f̀ ( , (

z ` ) ) l
’
)
’ `么 ` “ .

因 , 二 ( ,
一 ’ , … ,夕一 ’

> = <:
o , … : . 》 ,

特别地对 x 二 P (升
一 `

)有
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} lf (万 ){{ (、 .

引理得石 {二 .

定理 5的证明 由引理 4及其证明
,

按算法依次在每 个K
;

( m
~ 1

)
,

K :

(二
一 I

)
, … 中进行

的计算必在有 限步内因得到
x

2 , 1 , x 3 , 一 , … 而结束
,

由此得到无穷序列 {对
,

}
.

注意 {二二
,

}
“ , . 代 , `

二乡( fl )
,

而乡( fl )紧
,

故 { x

二
,

}在 , ( fl )中必有一个聚点
x
气

邢 , 县

据引理 5 ,

h m

几一
) 闪

f (
`

;
, ,

) 一 ” ,

结合厂的连续性和 , ( n )的紧
、

致性
,

就得 f ( ,
,
) 二 ”

·

定理 5 至此得证
.

定理 5 也可以叙述为
:

设 f : R
”

、 R
”

符合定理 5 的条件
,

则对任何正数
。 ,

按 本文算法

进行的计算必在有限步内得到一点矛使得 !}仪x) 1{<
。

.
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