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双 曲 型 黎 曼 曲 面 上

解析动力系统的周期点
`

侯 纪 欣

( 数学系 )

摘 要

本文讨论双曲型黎曼曲面上解析动力系统周期轨道的存在性及周期点的个数
.

关健词 双曲型黎曼曲面
,

非欧度量
,

解析动力系统
,

周期轨道

本文将使用如下记号
:

牙是一个双曲型黎曼曲面
,

f
:
牙 , 男是全纯映照

.

{ f
。 : n 二 0

,
1

, 2 ,

… } ( 1 )

是 f生成的解析动力系统
,

其中

f
。 = I d( 恒等映照 )

。

f
。 + : = f

o

f
。 ,

(
n 二 o , 1 ,

2
, … )

。

对任一 P。夕
,
O

+

( P ) = { P
。 : n = o ,

z
, 2 , … }称为P的轨道

,

其中

P
O = P

,

P
n 十 : = f ( P

。

) = 厂
。 + :

( P )
,

(
n 二 o

,
1

, 2 ,

… )
.

、

若有正整数 m使p。 二 P
。 ,

而当。 < j < 脚时
,

P ,钾 p。
,

则 { P
。

}称为系统 ( l) 的周期轨道
,

P称为m阶周期点
。

(乙
,
H )是牙 的万有覆盖曲面

,

其中刁 = B ( o , l) 是 C上的单位圆盘
,

H : 刁一牙是 投 影

映照
。

本文需要下列几个引理
:

引理 1 存在全纯函数了
:
刁 , 刁

,

使有如下图表
:

夺
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第 1翔 双曲型黎曼曲面上解析动力系统的周期点

、

了
_

刁
. , , 办刁

H
.

t l 刀
令 f 令

夕 , , 于牙

证明 取固定点昨夕以及二 H
一 ’

(的
,
西。H

一 ’
( f( q ) )按下述方法定 义 函 数了

:
对 任 一

器刁
,

作 自a到
z
的曲线 件 〔。

,
1〕 , 刁

,

则曲 线 厂
。
H

。
丫在刁上有唯一的以 b为起点的提升 r :

忽

〔0 , 1〕喊连
一 :
令了(: ) = r ( 1 )

。

由了的定义可知
,

了
:乙* 刁连续且满足 fo H = 刀

。

了
,

即有上述图表
。

并且子a( ) = b
.

根

据映照提升的唯一性
,

了是唯一满足了(
。
) = b的 fo H关于 H的提升 〔 ’ 〕

。

又因 H 是局部同胚

的全纯映照
,

一

而 f
。 H为全纯映照

,

故了是全纯映照
.

口
,

一

弓!逗 1 中的函数了称为 f的共扼映照
.

`

狼据 s
。
h w ar

:
引理

,

f 的共辆映照了只可能属于下述两种情形之一 〔 , 〕 :
或者了保持 J

再鹤线的非欧长度不变
,

这时记介马 或者了严格缩短曲线的非欧长度
,

这时 记 f “凡 当

且仅当了是共形自映照
, 即了是把乙映为自己的 M 6 b i su 变换时

,

介.P

引理共 若 f es, 则下列说法等价
:

( i )
’

只 q。少
,

王口
。

}有聚点 a 。少
。

( 11 ) 对V P。夕
,

l i m 乡。 = a .

洛

今

用 f的共珑映照了
: 刁 , 刁代替 f

,

在双曲平面刁上不难得出结论 i( )
,

i( 1)
.

( 例如
,

可

参考〔的 )
.

由共珑关系易知在牙上引理 2成立
.

引理 3 设少为紧双曲型黎曼曲面
,

其亏格 g ) 2
.

尹
:
男一男为共形映照

,

则 f把少上的

W e i e r s t r
a’s 弓点映为 W

e i e r s t a s s点且少上所有 W
e i e r s t r a s s

点都是解析动力系统 { f
。

}

的周期点
。

一

卜’
`

证明 首先指出
,

若 P是W
e i e r s t r a s s

点
,

则 f ( P )也是W
e i e r s t r a s s

点
。

设 { (V夕
,
中刃 }是男 的复结构

,

其中V p是点P 的局部邻域
,

局部参 数中川 V p , C满足

中 p孙 )刘
.

令 f (们 = 。 ,
U tD = f( V刃冲二 = 甲护 f

一 ’ ,

则 { ( U 。 ,

动二 ) }也 是男的 复 结构
,

且

功以珑 )
:二。。

若A表示男上全体全纯微分所构成的复向量空间
,

设 。 e A在局部坐标
“ = 甲p 。

( p )下

具有形式
。 ( P ) = 丙(之 ) d

z
( 2 )

若这样定义 g :
对田

。 = f( 0P )
,

在 U 二
。

内
,

在局部参数
“ “ 价。

。
( w )下

, 。具有形式

g (功 ) = h (
:
) d

z
( 3 )

易知 g 也是全纯微分
。

因此
,

任一口 “ A 由 f 对应一个。 “ A
.

用 f
一 ’
代替 f重复上述讨论

,

可知在V , 。

内具有形

式 ( 2 )的全纯微分与在 U , 。
具有形式 ( 3 )的全纯微分是

一
对应的

,

其 中切。 = f( 0P .) 若

记少 在 P
。

的权为
:
( P

。

)
,

则
:
( p

。

) = : (功
。

)
.

若 乡
。

是W
e i e r s t r a s s

点
,

则
:
(力

。

) > 0
.

从而
丁 (切

。

) > o
,

这说明 f ( P
。

)也是 W
e i e r s t r a s s

点
。
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现 在
,

容 易 看 出
,

任一 W ie er s t r a s s
点 都 是 {几 } 的 周 期 点

。

事 实 上津上

有且 仅 有 有 穷 个 W
e i e r s t r a s s

点 p ` 0 , ,

p “ ’ ,

…
,
p ` S一 ” ( 2 ( g + 1 )《 s ( g ( 9

2 一 1 ) )
,

因 f是 1 一 1的且把 W
e i e r s t r a s s

点映为 W
e i e r s t r a s s

点
,

故每一 p
` i , 必对应一个正整数

二` ( i 簇二 `《 :
)使 f。 ` (乡

` i , ) == 乡“ , ,

故乡“ ,
是 { f

。
} 的周期点

,

其周期不大于
s 。

口

定理 1 若男是单连通 的双曲型黎曼曲面
,

介P
,

厂奔 dI
,

贝盯在 , 上至多只有一个不

动点
,

并且

( i ) 若 f在 R上没有不动点
,

则系统 ( l) 在夕上没有周期点
,

( 11) 若 f 在少上有一不动点 P
。 ,

则或者存在一个正整数 m > 1 ,

使对所有 好夕
,

O
十

(川有周期 m
,

或者对所有介牙一 {’,
。
}
,
O

+

( )P 都不是周期轨道
。

证明 根据假设
,

万 : 刁、 少为共形同胚
,

f的共 扼 映 照 了是 M 6 b iu s变 换
。

因此
,

=f 小了oH
一 ’
是一个双射

,

若H (
:
) = p

,

则当且仅当 0
十

(
:

堤周 期 为
m的 周 期 轨 道 时

,

O
+

( )P 是系统 ( 1 )中周期为m 的周期轨道
.

了在刁内至多只有一个不动点
,

故 f 至多只有一

个不动点
.

并且
,

i( ) 若了在朔边界刘上有两个不动点 fae
, 。谓

,

则了在刁内没有不动点
. 、

这 时
,

了是一个非欧平移 〔。
`

’

(了(
:
) 一

e ` a ) / (了(
z
) 一

e `夕) = p (
: 一 e ia ) / (

: 一 e`夕)
,

( p > o
,

p 斗 1 )
.

由归纳法得

(了
”

(
z
) 一

e ` a
) / (了

”

(
z
) 一

e `口) 二 p .

(
z 一 e ` a ) / (

z 一 e `夕)
.

因 p” 奔 i ,

故了
。
(
z
)钾

:
(
z
叼

, n = i , 2 ,

… )
.

因此系统 ( 1 )无周期点
.

若了仅有一个不动点
,

且此不动点落在 a刁上
。

设此点为
。 `a .

这时
,

了是一个非 欧 极

限旋转 ( ` ,

一 ` e` a / (了(
z
) 一

e` a
) = 〔一 ` e` a

/ (
z 一 e` a

)〕 + b
,

( b为实数
,

b奔 。 )
。

从而有
一 i e i a / (了

。
(: ) 一

e ` a
) = 〔一 i e ` a

/ (
z 一 。`a )〕 + 。石 ( 。 = 1

,
2

,

… )
。

可见
,

这时系统 ( l) 无周期点
。

i( i) 若子在刁内有一不动点 b
,

设 H ( b ) = p
。 ,

则 f只有一不动点 p
。 .

了是一个非欧旋转 〔` ,

去
(了(小

。 ) / ( f (
:
) 一

令
) == 。`。 (

: 一 。 ) / (
: 一

令
) ( a为实数

,
a 、 2。, ,

弓夕 口

K = 。 ,
士 1

,
士 2 ,

… ) 于是

` ,
·

`: ,一 ” , /“
· `小十卜

· `· “ `卜 ” ) z (卜十
~

。
S

_
S

、 ,

~
* , _ , 、 、 。 , ,

` ,

石
口 = 下不

一 `
乙凡

~

丽万刀既翔分数
,

则

(了
。 (

:
) 一 , ) / (了

, (小令
) · (

: 一 。 ) / (
二 一

吝
)

,

口 口

即了
。 = I d

。

因而对V P。牙
,
O
小

( P )都以二为周期
。

若 8 = 2浦
,
6为无理数

,

则了
,

(
z
)今 : ( z叼叫西}

, 。 = z
,
2

,

… )
。

因此
,

( z )在 夕 一 { p
。
}

没有周期点
。

口

现在讨论介S的情形
。 协
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定理 2 设 f̀
,

则下列说法等价 ,

( i ) f有不动点
,

i( 1) 3 好牙
,

{如 }有聚点“ 夕
, ’

“
’

〕

( 111 ) f有唯一不动点
,

( i V ) { f
。

}有周期轨道
,

( V ) {几}有唯一周期轨道
。

证明 只需指出 ( 11 ) =
二》 ( 111)

。

若 ( 11 )成立
,

则由引理 2
,

对任一点 P
,

l i m P
。 == a ,

l i m f仕
。
) , l

’

i过 乡。 , : , a ,

但
”
叶

二
呻

.
, ”

呻
.

I i m f (P
。

) 二 f ( a )故 f ( a ) == a
。

即 a是 f 的不动点
,
根据引理 2

根据引理 2及上述事实
,

定理的其它部分显然成立
。

f 的不动点是唯一的
。

口

推论 1 若 f有多于一个不动点
,

则介P
.

若又设 f今 dI
,

则牙是复连通的
。 -

下一定理讨论当介p
,

少是复连通的情形
.

’

在讨论中
’
,

加以 P为基点的基本群用记号
, :

(牙
,
P )表示

,

尹 ,是二 :
(牙

,
P )中的单位元素

,

刁上两点: : , z :
l’ed 的非欧距离记作〔: : , 汾: 〕

。

若 , 上的曲线浓刁
_

助提升成 则曲线犷的非欧长度称为
: 的双曲长 度

,

用` 表 示
.

因刁夜盖男的覆盖变换群是非欧运动群的子群
,

而 曲线的非欧长度是非欧运动下的不变

t
,

所以这样的定义是合理的
。

·

下面提到的曲线
,

均指有有限的双曲长度的曲线
。

定理 3 设男是复连通的双曲型黎受曲面
,
介p

.

若毛f
。
}在夕上有一个二 一周期点

,

则 f 必为共形映照且存在正整数 K使厂。
: ==

dI
。

证明 设 P为 { f衬的 m一周期点
。

今
、 -

因 f o P
,

f的共扼映照了是 M 6 b i u s
变换

,

设: 。。万 一 ’
(乡)

, 兀 一 ’

( P ) = { : , : j o J }为离散集
,

故有二 一 ’
( P ) 一 1才

。
}的非空有穷子集

A
: = {

z ,: , 之 i : ,

…
, z , t }

使当为护 A :
时

,

〔z , : , : 。
〕 = m i n {〔之 , , 之。〕 : z ,。万一 ’

( P ) 一 { z 。 } } 二 d
。
> O

。

过。 , A
: ,

可作唯一的连接
z 。 , : , `

的非欧直线解
i: ,

: ,` = 二 .

氛
:
是 过 点 , 的 闭 曲线

,

气
: = d0

,

因此
,

男上经过点 p
,

这类曲线组成的集为

其双曲长度为d 。
的非零伦闭曲线的数目是有穷的

。

设
、

之
`

A == {丫i : j = z
,
2

,

…
,
t }

现设丫
: : 〔O ,

1〕、 牙是 A中一条曲 线
,

竹是丫
: 以 z 。

为起点的提升
,

满足 丫:
( 1 ) , z , :

。

因

, : 必 , , ,

故iz : “ z 。 ,

另一方面
,

件
· f。

。 : :
是闭曲线

,

且刃 (0 ) = ,
,

若讨
。` , ,

则件的

提升是刁内的闭曲线
,

即坛的共辘映照了二把非闭曲线拭映 为 闭 曲 线
.

但 这 与 了二 是

M` b`一 变换这一事实矛盾
·

故 :

了“
,

·

又因 f。 ` ,
,

故 I , :
= ` y : = “ 。 ,

从 而 丫
户

=

f o
o

丫 ,。A
。
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万

因A为有穷集
,

故对任一竹` A
,

必有一正整数 K液爪
: , 把 ! :

, }映为自己
,

由于

f 。
: , (了 , ( 0 ) ) , f。

: , (丫, ( 1 ) ) , 乡

及 f。
: , ` p

,

故对了
,
上任一翩

,

必有 f二
: i (。 ) == 。 ,

因此
,

有

f o
x , = I d

.

这说明存在正整数 k使 编
: = I .d

:

另外
.

对任初点药
,

密导̀ ,
.

,
若 f (乡

:

久
` f (入 )

,
则 f。 ,

(乡
:
) =

俪 (乡
:
)

.

由 f。
: == I d得 ,

: == ,
: ,

因而 f 是一个筑绮于
,

从而是二不共形映照
.

’

口
·

报论 2
,

贷设女为索众曲塾象受
一

曲面、 f口
,

则当且仅当 f为共形映照时
,

f{
。

} 有周

期点公
,

: 一

这一拳耸刃户定理矛及引琴 ; 立即得到
·

于
`

一

钾诊冬
卜

当具仅当手有子教点时{姗有周期点
.

征限
,

尽偏证明若仃
。

}有周期轨道
,

_

则
·

f 必有不动点
·

薯
于沁及介p ,

, 为单连通的情形
,

由定理 2 ,

定理 1 及其证明已经得出上述结论
.

夕为郎
通

,
.

’

砂 ,

笼f
。
卜有局期轨道

,

则根据定理 3
,

f为共形映照
,

且存在 正 整

数对使坛 、 抢
,

因此 对任一扯城几的共拢映照作出
二一 `

( , )到自呀的一映照
.

取定 二

点好夕及礼“
一 ’
(的

,

我们总可以选择 f的共垅函数了使了
,
(:

。
) = : 。 .

于是有
;: ,

, , 、
.

_ ,

入
· `住

, , 、
「 、

、 :

广
但男漏方面不了

: 刁确力是非欧运动奋

( 4 )
·

当且仅当了是由下列形式

(了一。 ) / (了
一

令
) = 。 ` , ` 奋 (

: 一 。 ) / ( : 一

李
) (。

。刁
、 ,

干
为既约分数 )

口 口 J性

确定的非歌旋转时 `
’

(雄众式成抓
一

这时、
,

令武 b ) , P
。 ,

则 0P 是 f的不动点
.

口

最后
,

讨论紧双曲型黎曼曲面上周期点的个数
。

定理 4 设夕是亏格为 g 的紧双曲型黎曼曲面
,

介p
.

若 { f
”

}有周期轨道
,

M是 满 足份
= dI 的最小正整数

,

M李 1 、 则对横足1` “ < M的整数狱
,

f{
。
}的 二阶 周期点 的 个数不大

于从夕廿 D
·

,

粉

一
` 卜

月

详胭肠家理 3 已指出
,

满足才,
、

=
尽的最小正整数 M存在

.

现讨论M > 1的情形
.

因 , 是紧的
,

故其亏格劝李乙夕上必 有 且 仅 有 有 穷 个W
e i e r s tr as s

点
。

另 外
,

因 f护 I d
,

故可取 P
。:
牙使 P

。
既不是 f的不动点也不是 W

e i e r s t r a s s
点

。

对能 N
,

令
,

忍
` 、

研动令烟
:色是 , 上吻为零点的全纯微分

,

零点重数 ) , }
,

、

、
气以 一助 )

.

= {哪 山是仅以 P为极点的亚纯函数
,

极点重数毛好
,

一

若复向量空间立(
: p )和以 二帅 )的

’

维 数 分 别 为 id m侧
。 p )和 d立m , ( 一

。
)P

,

则 由

决让二 a n 砂R活
℃
h定理

,

有
’

“
_

·

、 、
`

!
.

id ` “ ( 一 助卜山 m彩帅卜
” 一 g + 1

,

因 P
。

不是 W
e i e r s f r a s s

点
,

故 d i m g (夕P ) = o
,

从而 d i m ( (夕 + 一) P ) = o 根据 R i e m a n n -

R o e h 定理
,

得

奄

协
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d im “ (一 (。 + 1 ) p
。

)
`
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这说明 f 的不动点的个数不大于 2 ( g + 1 )
。

因此
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{ f
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