
1 98 6年第 3 期

中 山 大 学 学 报

A C T A S C I E N T IA R U M N A T U R A L I U M

U N I V E R S I T A T I S S U N Y A T S E N I

沁
.

3
,

1 9 8 6

关于G al io s扩张理论中 F
.

R
.

O e M e y er

的 一 个 定 理

马 麟 浚

( 中山 大学数学系 )

司 徒 子 治

( 美国伯 莱里 大学数学 系 )

摘 要

本文证明了 G al io s扩张理论中 F
.

R
.

D e M
o

ye r 的一个定理的逆定理 ; 并从证明的过程中
1 1

丁见
,

条件 R G
在 C `

土是 A z u m a y a的可以换为交叉积刁( R
,

G )在C G
上是 A z u m a y a

的
.

另外
,

还获得了 C 〔U i , ·

,’, 人 〕的可分子代数的某种结构
,

这里的 谧“ `矛是刁( R, ` )的标准自由基
. `

9 1 准 备

本文 自始至终
,

R是一有单位元 1 的环
,

R的子环均与 R有相同的单位元
,

G是 R的阶

为
, 的 自同构群

,
C为 R的中心

,

R G 二 魂: 。 R l
a

(
,
) = 7 ,

V 口。 G }
、

C ` = R G自C汹 (天
,

G )是尺与

G带平凡因子系的交叉积
.

R称为其子环 S上的一个可分扩张
,

如果存在 {
x 、 ,

鲜 。̀
州公二 1 , 2

,

… ,

什对某正整数 l
,

使得

1 1 1

各“ y ` 一 `
,

补
x `⑧ “ ` 二

阁
x `⑧ “ `x ,

丫 x ` R
·

这里的⑧是张量积②
: .

S上的可分扩张 R称为可分的S
一

代数
,

如果S 已 C
.

特别
,

当 S = C时
,

可分的 S一代数 R称为 A z u m a y a S
一

代数
.

R称为其子环 S上的G al io s扩张
,

G al io s
群是G

,

如果

( i ) s 二 R ` ,

( 11) 存在笼c i ,

d
; 。 R {i = z

,

2 , … , 二 }对某正整数。 ,

使得

艺
e 、 d i = l

1
. 1

习
c ` g f

( d ` ) = 0 V l 沪 g
,。 G

.

` , 1
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R
.

D e M e y e r 的一个定理

R G

上的G a l o i s扩张丑称为中心的扩张
,

如果 R = C R G 。

设 B是代数A的子代数
,

我们叫

Z ( B )
= { a以 l

a b = b a V b` B }

为刀在过中的换位子
.

环 R上的K a n z a k i假设是指
: R是 C上的 A z u m a y a

代数
,

使得 C是C `上的 G a l o i s
扩

张
,

·

G al io s群导 自G且同构于 .G

务2 正 文

F
.

R
.

D e
M ey

e r
证明了下述定理 ( 〔1〕引理 2 )

:

如果 R满足 K a n z a ik 假设
,

则 R“
是 C “ 上的 A z u m a y a

代数
,

而且 R 是 R “
上的一个

G al io
s
与中心的扩张

。

下面将证明上述定理的逆定理
.

首先在较弱的条件下证明一个引理
:

引理 1 如果 R是 R“
上的 G al io

s
扩张

,

R “
在 C “

上是有限生成投射与可分的
,

则

(
.

_

1 )以R
,

)G 在 c “
上是可分的 ,

( 2 ) 或 R
,

)G 与 ( R勺
。

都是 A
z ” m “ y “

代数H “ m声 ( R
,

R )中的换位子可分子代数
,

这

里的扭
“

)
。
是R G

的反代数
。

.

证明 由于 R在C “ 上是有限生成投射与忠实
,

所以 H o m 声 ( R
,
双)在 C “上是 A : u m a y a

的 (〔2〕,

命题 4
.

1)
.

由于 R在 R G上是 G al io
s 的

,

所以 { g : , … ,

外 } ( =
)G 在 R上是线性无 关 的 ( 〔幻

.

引 理
3

.

1 )
.

从而通过下述映射
a ,

可将刁( R
,
G )嵌入 H o 二` 。 ( R

,
R )

:

(
a

(习
, i U i ) ) (

,
) 二习

r i g i (
,
) V r ` , : 。 R

.

这里的 {厂` }是刁(R, G )的标准自由基
. _

还有
,

容易证明
,

作为 C
G一
代数

,

( R G
)
。
当 { f

r o H o m
c G

( R
,

R ) } f
r

( t ) = t , V , e
( R

G

)
。 ,

V to R
.

}

但 R是 R
G

上的 G a l o i s
扩张

,

所以

乙 (R
,
G )当 H

o m a G
( R

,
R )

( 〔 1〕定理 i )
,

这同构于 ( H o m
e G

( R , R ) )
` R G , 。

( = Z ( ( R`
)
。

)
,

在 H o m ` ( R
, R ) 中)

技假设
,

由于 R“
在c “

上是可分的
,

所以 (R
“

)
“

也然
,

因此
, 』( R

,
G ) 在C

“
上也是一个

可分的子代数
,

使得取 R
,

)G 与 (牙 )
。
都是换位子子代数 ( 〔2〕

;

定理 4
.

3
一

泛
。

引理 2 如果及是尺
G上的 G a l o i s

与中心的扩张
,

刀G在 e ` 上是 A z u m a y a 的
,

则` 在己

上是 G
a l o i s的

,
G a

l
o i s
群G / C导 自G且同构于G

-

证明 由于R = C R G ,

所以G/ C的阶等于 G的阶 (
=

n)
,

G / C当 G
.

由于彩 在创 上 是

A z u m a

ya 的
,

所以 (R
“
)
“

在c `上也是 A uz m ay
a
的

.

从而由引理 1 与 A z u m a y a
代数的换位

子定理 (〔2〕
,

定理 4
·

3 )
,

我们得出刁( R ,

G )在C
G

上也是 A z u m a y a 的
.

再次
,

R = C R` ,

故

直接验证可得
Z ( R

G

) 一 C〔U : , … ,
U

。〕 二 刁( C
,
G / C )

,
;

这里的 R“ 组 R G U
:

( g , = G的单位元 )
,

从而由换位子定理
, 』(C

,
G / c )是A z u o a y a 的 ( 因
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R`是 )
。

因此
,

C在C
G

上是 G a l o i s的
,

G a l o i s
群为 G / C (组 G )

。

(〔3〕
。

定理 2 )
。

引理 3 如果』( R ,

G )在C
`
上可分

,

则 R在 C上是 A z u m a y a 的
.

证明 由于刁 ( R
,

G )在 C
C

上可分
,

所以 它 在 乙 ( R ,

G ) ⑧ (刁 ( R
,

G ) )
”

上 是 左 投射的

( 〔 2〕命题 1
.

1 )
,

这里⑧是 C G上的
,

但』 ( R ,

G )是 自由的左 R 一

摸 ( R 竺 R U ,
)

,

所以刁 ( R
,

)G 公 (川 R ,

)G )
。
在 左⑧ 0R 上是左投射

,

从而刁 ( R ,

G )在 R O OR 上是左投射的
,

注意到 R是

乙 (刀
, ` )作为左 R⑧ 砂

一

模的直和项
,

我们就推得 R在 R⑧ R 。
上是左投射的

,

因此 R在 C
G

上

是
一。,

J
`

分的 ( 〔 2〕
,

命题 1
.

1 )
,

j听以 R在 C上是 A z u m a 少: 、的 (〔2 〕 ,

定理 3
.

5 )
.

由引理 2 与 3 ,

我们有

定理 4 如果 R在 R“ 上是 G al io : 与中心的扩张
, 大 G

在 C
“
上是 A z u m a y a 的

,

则 R满足

K a n z a k i假设
。

注意 R上的 K a n z a ik 假设蕴含刁( R , G )在 C
`
上是 A z u m a y a 的

,

那 么
,

对本节的上述

工作稍作修改
,

我们就有

定理 5 如果 R在R `
上是 G a l o i s 与中心的扩张

,

』 ( R ,

G ) 在 C
G

上是 A z u m a y a 的
,

则大满足 K a n z a ik 假设
。

我们也注意 R上的K a
nz

a k i假设蕴含
: R的包含R “

的可分子代数的集合与 C 的 包 含

e 的可分子代数的集合之间存在一个一一对应关系
,

(〔2 〕 ,

引理 2 )
.

这就引导 我 们 在

以 R
,

G ) 的包含 R`
的可分子代数的集合与以 C

,

G / )C 的可分子代数的集合之间建 立一

个
- - - 一对应关系

,

并从而获得 J (C
,
G / C )的可分子代数的结构

.

定理 6 保持定理 4 的条件
,

则以 天 ,

)G 的包含形 的可分子代数的集合与以 C
,

G / C )

的可分子代数的集合之间存在一一对应关系
。

证明 我们已经知道
,

刁( R
,
G )是 A z u m a y a C G一

代数
,

形与刁( C
,
G / C ) 是 其 A z u -

m ay
a
换位子子代数

,

因此从 A z u m a y a 代数的换位子定理便得到本定理
。

推论 了 设 S是刁( C
,

G / C )的包含C的可分子代数
,

则存在R的包含 R “ 的可分子代数

2
’

,

使得

s 二习 ( A n n 。 (了
’
i ) ) U i ,

这里的 A ,: n : ( T 、 )是 T `在 C中的零化子
, 了` 二 笼t 一 9 1

( t ) { z o T } V i
.

证明 由定理 6 ,

我们有Z ( C ) = R ,

这里
,

在乙( C
,

G / C )中
,

C = C U , 又 S 二 Z ( T )
,

对 R的某个包含R “
的可分子代数 T

,

使得

S 二 Z ( T ) = {习
, i U * }

, i o C
, t (习

, ; U 、 )
=

(习
; `U r ) t ,

V to R } 等价 地
,

即

r ,

( t 一 习` (` ) )
= 0 V t o T

,

V i

漏
本推论成立

.
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