
1 9 8 6年第 2期

中 山 大 学 学 报
A C T A S C I E N T I A R U M N A T U R A L I U M

U N I V E R S IT A T I S S U N Y A T S E N I

饨
.

2
,
1 9 8 6

旋 转 周 期 结 构 的 分 析 解
`

蔡 承 式
( 力学系 、

摘 要

本文讨论具有旋转周期性的连续 五统
.

用分析方法获得了如下问题的精确解
:

( 1 )角点

铰支
,

正多边形平面框架的强迫振动
.

( 2 )横截面为正多边形的棱柱形薄壳在特定边界条件

下的固有振动及在轴向压力作用下的屈曲
.

关于旋转周期结构的研究
,

目前基本上局限于离散化的模型
,

对连续系统的旋转周

期结构
,

尚缺少系统的工作
。

本文建立了旋转周期结构的基本方程
.

并结合 具 体 的 结

构
,

分别讨论了固有振动
、

强迫振动与稳定性
,

给出了相应的解析表达式
。

一
、

运 动 方 程

图 1为示意的旋转周期结构
。

为了利用周期性
,

各子结构

所取的局部坐标应符合旋转周期性
,

子结构广义位移在局部坐

标中定义
。

在局部坐标中建立各子结构的运动微分方程
,

一般

地可表为
LW 。 ( x , t ) + PW 二 ( x

,
t ) 二 F 。 ( x

,
t ) 在 g 二内

,

m = z , 2
,

…
,

N
.

( 1
.

1 )

其中W 。 为第水个子结构的广义位移矢量
, x
为局部坐标中的坐

标矢量
,

p 为广
J

义质 量矩阵
,

t为时间
,

F m 为作用在第 m 个子

结构上的广义干扰力矢量
,

L为关于 x的线性微 分 算子矩阵
,

N为子结构总数
,

g 。为第二个子结构所占的区域
.

边界条件可表为

AW 二 ( x
, t )

二 0
,

在口习。 上
,
m == 1

,

2 , … N
.

( 2
.

2 )
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A为表达边界条件的微分算子矩阵
。

dg 二为边界与 g m的交界面
。

在子结构之间的界面上定义状态矢量
:

V。 = { u 。 口二 }
.

(1
.

3 )

其 中 u二
、
o 。 分别为界面上的广义位移矢量与广义应力矢量

。

各界面上状态矢量的定义应

符合旋转周期性
。

假设一子结构只与相邻两个子结构有公共界面
, m子结构与m + 1 ,

m 一 l子结构的界面

分别记 作 s几
, “二

.

状态矢量与广义位移的关系一般可表为

v二在 S
+

v 。 在 S二

上
,

m = 1
, , … N

.

上
,

( 1
.

4 )
!
、̀..、、

一一
优

WB

B为微分算子矩阵
。

第 m与m + 1子结构间的连接条件可表为

V
+ 二 V m = 1

,

2
, ,

二 ,

N ( 1
。

5 )

其 中 v二
, :
兰 v丁

.

以 ( 1
.

4 )式代入 ( 1
.

5 )式得

B W 。 = B W 切 十 a
m 二 1

,

2
,

… N
, ( 1

.

6 )
S 一

李儿 + 1

其 中W N 十 :
二 W

; ,

“又
十 ;
三 `

.

注意到 结构几何上的旋转周期 性
,

g 。 , “ “ 。 , “众
, 5采与下

标无关
,

以后均略去下标
。

( 1
.

1 )
、

( 2
.

2 )
、

( 2
.

6 )诸式可改写为

了W + 夕W = F
,

在 g 内
,

了 W 二 O
,

在口甜上
,

多
叫

:

一
多 W

}
5 -

W = 丈W
: ,

W
Z , …

,

W 、
}

,

F = 谧F
, ,

F
Z ,

…
,

F 二 }
,

( 1
.

7 )

( 1
.

8 )

( 1
.

9 )

( 1
.

1 0 )

、`
`

了币奋一ó王̀

.

、土了r、

、..、r̀..沙/ 二

{
\
仪价

一

!
\ p \

}
,

/
二

!
\ 。 ,

{
,

/ 一

!
\

幼
。 = 〔。 i ,〕 , 。 : : = 。 2 3

=
·

一
。 、 一 : , 、 = 。 二 , , = l ,

、 , ,

其余元素为零

j为 w , 的维数
,

l为单位矩解
.

二
、

方 程 的 解 祸

在复函数空间中作变换
,

令

三 毛三 }
,

以下同
.

习
代表对“ “ “ 为 L的准对“ 她阵

,

以下同
·

峥\

厂

l
、
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W ` 艺
。 ,

(鑫一 ` ) ` p q二
,

吞= i
,

2 ,

一 N
,

( 2
.

1 )
训 N

r

君 1

其中 q
; ,

q
: ,

… q N为另一组广义坐标
,

( 2
.

1) 式可改写为

W 二 E q
,

其中

称为结构的旋转坐标
.

f为虚数的单位
.

( 2
。

2 )

)
一 , , , 尸 、 , 1 ;

七 = L仁 l , 口 2 , ’ ` ’ , ` N J
, ` k 二

-
万气六 !

、 / I V }

}

火e

e i k功l了

i ( N 一 1 ) 花势 l了

(
” 1

)
、 q :

t
, ,

,

q 二 <
:

2
,

功= 味甘
.

又2
.

3 )

)
’

、
又 q N

/

可以证明矩阵 E为 U矩阵
,

它满足

一 T

E E 二 l ( 2
.

4 )

百代表 E的共辘转置矩阵
,

.为单位矩阵
.

以 ( 2
.

2 )式分别代入 ( 1
.

7 )
、

( 1
.

5 )
、

( 1
.

9 )诸式
, 并以 E 左乘各式得到

穿 q + 夕夕二 f
,

在 g 内
,

了 q 二 O
,

在口g 上
,

, 叫
: 十 二 中多 q

!
:

一

f = E F
,

( 2
.

5 )

( 2
。

6 )

( 2
。

7 )

其中

( 2
.

8 )

e `护I J

e 么i劝l了

( 2
.

9 )

、

1
.

1
1

!
.

1井I/

e i万叻I了

/

…
\

一一Ee

T
一E

一一
.

也
.

今为对角矩阵
。

由此可见
,

各子结构的旋转坐标运动微分方程已解除祸连
,

问题归结为

求解 N组单一子结构的运动微分方程
:

L q m + P心, = f 二
,

在 g 内
,

Aq m = 0 ,

在口夕上
,

m = 1 , 2 , … N
,

B q二

}
: , “ “ ` , 叻B q ,

}
:

一 } ( 2
.

1 0 )

其中

f 脚 = E m
F =

六真
一 “ “ 一 ` ’ “ , F“

·

( 2
.

1 1 )

考虑谐振动
,

令

F 。 == F* 。
(
x ) e i。 ` ,

q二 = Q。 ( x )
。 i o, t

.

代入 ( 2
.

1 0 )式得
:

( 2
.

1 2 )
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L Q二一 。 Z
PQ。 == f二

。 ,

在 g 内
,

、

A Q二 = 0
,

在口g上
, m = 1 , 2 , … ,

N
,

B Q。

!
: , 一 “ , , B Qm

}
: - } ( 2

.

1 3 )

其中

, 。 =

满龚
一 “ “ 一 ” ” 「“二

( 2
.

1 4 )

三
、

固 有 振 动

令

f m o = 0 , 优 = 1
,

2 , … ,

N
.

从 ( 2
.

1 3 )式便得
:

L Q m 一 。 Z
P Q二 = 0

,

在幻内
,

A Q。 = 0
,

在口g 上
,

m = z , 2 , … N
.

( 3
.

1 )

( 3
.

2 )

B Q m

l
: + = “ `爪 , B Q二 I

:

一 }
此为微分方程特征值问题

,

当求得某一特征 对 。

架
,

Q。 ·

( Q。 一 “ k今 m )时
,

旋转周期 结构

对应的固有频率为。 m ,

固有振型为

W = E二 Q o
.

( 3
.

3 )

例皿 1 横截面为正 N 边形的均质等厚度 柱壳 ( 如图 2

所示 )
,

假设边界简支
,

棱边有加强肋加强
,

有加强肋处壳

体中面的位移可以忽略
,

但壳体中面法线仍可绕加强肋自由

转动
。

单一子结构为矩形板
,

设边长为
a 与 b

,

抗弯刚 度 为

D
,

单位面积的质 量为 p
。

取局部坐标
。 x y (图 2 )

, x 与 y 轴分别沿矩形 板 的两条

边
, y 轴平行于柱壳的母线

。

单一子结构固有振动方程为

DDDDDDDDDDDDD
、

PPP

lllllllllllll

!!!!!

】】】

产产 一一一

鲁
· 2

黯
·

歌
=

、
。

·

( 3
.

4 )

频率参数踢固

颧枷
的吴系为

、
一

’

少
平 = 亘生

_

D
可一关

3
,

5)

边界条件与连接条件为

Q二 ( x
, 0 ) = 0 ,

Q , ( x
,
b ) = 0 ,

:

儒黔叫
: 甄

鲁
(
二 , 。) = 。

.

·

卜
( 3

.

6 )

}枯扩幼拼 、
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Q, ( o
, 万)

二 O ,

Q二 (夕
, 红 ) = 0 ,

缪
(。

,

, ) 一 。 、 , ,

挚
(。

,

, )
,

O X a 工 ( 3
.

7 )

华
(
· ,

, ) = ·`二`

势 ( 0
, 夕)

. }
口m ( x

,
, ) 一 X m ·

(x ) s ` n

竿
,

(
n
为正整数 )

.

( 3
.

8 )

它已预先满足边界条件 ( 3
.

6 )
,

将上式代入方程 ( 3
.

4 )得到

一

理场
红 一 :

鲜
矛彝仁 、 `

邺
一

州瓜
, 一 。

.

己笼
,

扫
`

左X `
沙

,
( 3

。

9 )

将 ( 3
.

8 )式代入 ( 3
.

7 )式
,

工 爪。
( o )

万众
、

(。 )

x 盖
。
( : )

二 O

便可得到方程 ( 3
.

9 )的边界条件

X 州 。

( a ) = 0
,

= 。 、 n , 、
,

尤众
:

= 。 ,
m o x 盖

。
j0 )

、 ..又

!-.

、产̀
`

、 ,少
`

n川八U
了了见、rZ、

方程 ( 3
.

9 )的通解为

X 从。
( x ) = 刀二

。 s h振、 + B 忧 。 c h标 x + C
,: : 5 i n 人 x + D

。 , ; c os 场二 ,

1 1 )

标 一

了宁
+
外 乍办

一

嗒
。

( 3
。

12 )

将 ( 3
.

1 1) 式代入 (忿
.

1 0) 式
,

可得到一组关于 A。 。 、
B 二 。 、

抓
,

令系数行列式为零
,

展开行列式
,

便得频率方程

,! 。 s h “
,` a · 。 5 艺。

卜 “ , c h ` : ; : s ` n ,
了 ,! 。 * c o s “

黔

C , ,; 、

D
,。 。
的线性齐次代 数方程

(久
。 5 i n 那。 a 一 召。 s h又

。 a
) = 0 ,

m 二 1 , 2 ,
,

二 ,

万
。

以 ( 3
.

的式代入 ( 3
.

1 2 )式
`

便可得到几
: 、

召。
与圆频率。 的关系

:

两种特殊的振型讨论如下
:

( l) 各子结构的振动位相相同
.

以 m 二 N 代入方程 ( 3
.

13 )得到相应的频率方程
.

召。 S h几
。 a

(
e o s 群。 。 一 1 ) 一 久

。 s i n 群
二 a

(
e h久

。 a 一 l ) = 0 ,

一 4 5 ` n

冬
一h

午
` ,二 h

午
S` n

午
+ `· s h

平
c o s

午卜 。
.

等价于以下两个方程

、 ,
护、 .尸矛

a
.

t)
.夕.、 J廿.、

.

产。 a -

s ` n ~

宁
= ” ,

“二 h

平
S `·

争
+ `一 h

争一 s

午
二 ”

·

从方程 ( a) 解得
:
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n = 1 , 2 , 3
,

s = 2 , 4 , 6
,脚+

护一护夕
2 = 二 2

对应于四边简支的矩形板
,

沿 x 方向有偶数个半波的固有振动频率
。

可证方程 ( b )的根
,

对应于两对边简支
、

两对边固定 (
x = O ,

a) 的矩形板
, 对 x =

粤直线对称的固有振动频率
.

名

, _ 、 , _ ` .

一
,
L , , , , _ ,

一 _ ,

~ ~ ~ 一
, 、 , , 、 , 、 , , ,

、

l’’ _ , 、 . 、 ,

N
, 卜 、

~ ~
, 。 . 。 、 , 。

~
L Z 少不日划 ,寸结恻阴派动位怕怕仄

, L 白 V1 刀 1尚效叮 ) 以 m 二 百 1弋八力 性 气J 。 1刀 仔 浏
`

应的频率方程

产。 s h 又
。 a

(
C o S邵。 a + z ) 一 久

。 s i n 声。 a
(
e h 义

。 a + z )
= 0

,

4

一午
· h

子
`“一 h

丁一午
一 “二 h

争
S ` ·

午
, 一 “

·

它等价于

、 .尹、 .户尹

C
J

dù
古了吸、叮了、

_

召
, a

C 0 5
~

飞厂 = u ,

又
: : a 召, a , ,

又
, ; a

.

召。 a

严” ” ” 一丁
一 “ 。 ”

万一 一 乙 “ c “

落一
” ` n

~

花犷

从方程 (
c
)解得

厅

, 2 5 2
_

n Z 、

= 兀
一

L几 十厅 ) ,

“ 一 V 一

九 二 1 , 2
,

3
, “

’ ,

3
,

5
,

…

对应于四边简支矩形板
,

沿 x 方向有奇数个半波的固有振动频率
。

可以证明方程 ( d )的根

对应于两对边简支
、

两对边固定卜
“

, “ )的矩形板
,

对` 一

号直线反对称的固有 振 动频

率
。

四
、

强迫振动

三

夯一一一宁

丫卜
/

在谐干扰力作用下
,

强迫振动的基本方程为 ( 2
.

1 3 )式
,

例题 2 如图 3 所示
,

在框架某一边的中点作用有平行

于 夕轴的横向集中力 尸。`姆
。

不妨设作用有载荷的子结构为第一子结构
,

各子结构的

载荷幅值可表为

结合具体结构进行讨论
:

F : 。 = P占(
x
)

,

其中6 (
x
)为 D i r a e d e l t a 函数

。

,。 。 =

焉
“ X

,
,

凡
。 二

一
F N 。 = 。

.

( 4
.

劝

以 ( 4
。

1 )式代入 ( 2
.

1 4 )式得

跳 , 1 ,
2

, … ,

N
。

( 4
.

2 ) 图 3

对于本俄题考虑的情形
,

(2
.

u )式可具体表为

d心 . x( )
衬x ` 「

一夕
4

Q . ( x ) ,
尸

~

刃守菊
L七占( x )

, 2 , , l
~ —

<砚 X <砚 —2
- 一 2

执 = 1 , 2 ,

…
,

N
。

一 沈 4
。

幻
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口。 ( 一通
一

)

艺

“ 0 , 。二 (
普

, = ” ,

Q杀( = 己 :

” , Q众̀
一

普
)

,

m = z , 2 , … ,

N
,

= · `’ ` Q: `
一

合
)

,

( 4
.

4 )

z一2l,爪
Q

其中

肥 = 坚)止旦
百 J

( 4
.

5 )

而。 为干扰力的圆频率
,

户为梁单位长的质量
。

方程 ( 4
.

3 )在边界条件 ( 4
.

4 )下的解为

P

2石 J刀
3丫 /

灭〔`
c 爪

` 十

;
, S` 1 1口X + C从 2

一“ X + ( C
尹一 一

告) S h夕`/了!

+ ` m 4· h“ x

〕
,

护
/
( 。

’

口
,。

(x) 二

}

(

、、
众

/ 、 〔( C
川 生 一

省
一

, S`· 夕· + C m Z

一“· + `C? 3 +

{
, S h“· ( 4

.

6 )

· c 叭
4· h“ X

」
, 0 、 · 、

舌
.

其 :于,

\、|!|l
! .

_ i s i n ( m功) s h a ( e o s a 一 e h a
)

` + d 。 0 5 (爪必)
5 i n a 厂

,
_

, _ . , _
.

, , . 、 , , 、

、
二

, -

一了~ 几
一刃 -

1 S n 口 + C n 艺口 S l n g 一 S n 艺J C O S g + 叹S n 口 一 S l fl e ) C O S 吸水妙 ) l
c + a c 0 s 又m中夕 L

一
` ’ 一

尸
,

_ i s i n ( m必) s i n a ( e h a 一 e o s a )
c + d e o s ( m必)

s h a

c + d c o s ( m必)〔
S `二 + S h

一
Za 一 h一 `n Za + `5 `

一
h · ,一 (

?·叻,〕
.…

“
`

7’

e h Za s i n Za 一 s h Za e o s Za ,

s h Za 一 s i n Z a ,

_ _ 那
以 一 —

.

2
-

上 ( 4
.

8 )

cml鲡俪鲡=C=d

频率方程为

` + d e o s
( m必) = O , m = 1

,

2 , …
,

N
.

当干扰力频率。 趋近固有频率时
,

系数饰儿( m 二 1
,

2 , …
,

N
,

k = 1
, 2

,

3 , 4 )中有一 些 趋 于
无穷大

,

结构发生共振
. 、

火
`

)
’

-
赞

一
几。 一

- `

一
从 (“

·

p莽可得各子结构的振幅与旋转坐标振幅的关系为 了一
:

于
`

,
、

`

-

评ko 二 1

训万
习

。

ik(
一 ` ,
脚口二 x( )

,
一

丧二 1
,

孚
, `弓滓孟

`

r

竹名. 1

欲

(备
.

9 )
价

不
颧

明。 二 ( , ) *

几
一 ,

树
,

六w
* 。是、 个实勇玩

: : 对
、、 4 ; 7) 关我次

( 4
.

。 ) 式
,

可、月七产d怪

以 (

以得到各子结构的振幅
。

例如第一个子结构的振幅为



第二期 旋 转 周 期 结 构 的 分 析 解

W
, 。
(x )

1 么 。
= 一了犷弃宕二 甘用气x )

、 产 I V 爪 = 1

:1 奈
=

~气决汽二

公翔

V I V 邢
, l

R
e 〔口二 ( x )〕

!俞
气, 里

;

一

1 么
,

1
.

0
.

0 1
, 。

_ _ .

, _ 。 _ _

、

可佘
, 欠万

s ` ” p x 十 “ “ Z c 。 “ p x 一 百
5 ll p工 十 C , 4 c ` , p再 户 ,

止今
N 布忿 1

`一音
S `n “ X + · m Z

一 , X +

合
S h“ X +

一
h“ X

,

一

普
、 二、 。

,

,
,

0 ` x `
普

( 4
.

1 0 )

Z E J口

其中 e m Z 、 c m `
的表达式见 ( 4

。

7 )
、

( 4
。

8 )式
。

五
、

屈 曲 间 题

例厄 3 考虑图 2 所示的柱壳
,

约束条件与例题 1 中所给的相同
,

两端横截面上作

用有均匀轴向压力
,

单位弧长上的压力记作口
。

单一子结构的屈曲方程可表为

可擎少+ 2
早煞

+

馨势、
+ 。

擎乒
= 。

.

\ O 义 一 O X 一 O万
一 O y

’

1 0 !I
-

( 5
。

1 )

`

l
、产

l
夕

,.
nUó11甘

一一一一

`、.产、 .了`ónù,口
,,

XX
`了.、声夕.、伽一犷鱼犷

护一口护一口

边界条件与约束条件为

口二 (
x , 0 ) = 0 ,

q二 (
x ,

b ) = 0
, ( 5

。
2 )

q二 ( o
, “ ) 一 0 , q二 (a

, “ ) = o ,

、

鲁
`一 ,一“ ’

鲁
”̀ , 万’

,

}
彝

(。
, , ) 一

。 ` , ,

物
(。

, , )
.

1
a X一 O X一

( 5
。

3 )

考察如下形式的解

。二 ( x
, , ) = X。 (x )

s ` n

令
.

( 5
。

4 )

它已预先满足边界条件 ( 5
.

2 )
.

以上式代入 ( 5
。

l) 与 ( 5
.

3) 式得

d
4
X 用

d x `

一 2

纂鲁
+ (
若

一

告铆`
= ” ,

( 5
。
5 )

及边界条件

X 。 ( 0 ) = 0
,

X 。 (
a
) = 0 5

叉杂(
。
) = 。“ , x 孟( o )

,

工盖(
。
) == 。 ` , ,工盆( o )

. } ( 5
。

6 )

只要令 ( 3
. 。 )

、

( 3
.

1。 )式中
: = ;

,

夕
, ·

毛了昙
U , 』J

便与 ( 5
.

5 )
、

( 5
。

e) 式完全 相 同
。

临界
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压力 ac
r

是特征值问题 ( 5
.

5 )
、

( 5
.

6 )的最小特征值
,

它与频率方程 ( 3
.

1 3 )的最小根 口面
n

有

如下关系

吮一会
一

丫合
.

( 5
。

7 )

考虑
a 二 b的情形

,

引入无量纲屈曲因子

念
e r

注意到 ( 5
.

7 )
、

( 5

a e r a Z

D 万
2

( 5
.

8 )

.

5) 两式
,

从方程 ( 3
.

1 3 )计算得到如下结果
:

,
日. . . .

呀

~ -
.
` . . . . . . . . . . `

.
月曰

.

闷 . .. . . . . . . . . . . . . r . . . . . . . . . . 甸门 .
. .

. . . .. .
.
. .

.

~
. . . . . .

. . . .
. . . . . . . . , . . . . . . . . 明. ~ . . . . . . 门. .

~
. 口. 叫 . . . . .

.
网. . 护 . .

,
. . . . . . . . . . 曰 . 目. 曰 闷. . . 臼. ~

N 偶 数 3 a 了 9 1 1 C心

C r
选

。

0 0 0 0 4
.

7 9 0 5 4
。

2 8 6 7 4
。

1连6 6 4
。

0 8 8 7 4
。

0 三9
`

工 1
.

0 0 0 0

由此可见
,

当刃为偶数位时临界压力值最低
,

与四边简支方板
,

单向受压时沟临界压 力

泣相同
.

当刀 二 3时
,

临界压力值最高
.
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