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提 要

刘于严格凸 ( 凹 ) 函数
,

本文给出了二阶算子样条最佳插值结点的特征定理
.

从而说明

了在函数的奇点附近
,

最佳插值结点的分布较密
.

对几个简单函数
,

求出了最佳插值结点
.

关健佣 算子样条
,

插值
,

最佳结点

欲
.

引 言

设 L ( D ) 为常系数二阶微分算子
, 中 ,

( x)
、
中 2

( x) 为 L (D ) 的一个基 解 组
。

设函数

甲3
( x) 满足

:
不(D )甲

3
( x) 二 1

.

显然 中:
( x)

, 中2

( x)
, 中 3

( x) 为一个线性无关组
.

定义 1 称 {叭 ( x) } `溉为〔。
,

幻 上的 契比 晓夫 系 统
,

如果对一 切 “提 x : < x :
< …

袱x 。
“

,
、

值有
I X

.

X
。

… X . 、

定义 2 称函数 f ( x) 关 于 必 = 仲、 ( x) } `入为严格凸 ( 凹 ) 函数
,

如果对任意 三点

x : < 才: < 戈。 ,

成立 〔x : , x : , x 3〕必 f < o (〔x
: , x Z , x 。〕少 f > 0 )

,

其中〔x , , x : , x 。〕必 f表示

八二 )关手。的广义差商
.

设 厂(幻 。` 〔。
,

的为一个巳知的关于必为严格凸 (凹 )的函数
.

记 S:
( f

,

刁)为厂( x) 的关于

分划刁
: `二 x 。 < x : < 二 < x 、 二 b 和微分算子 L (D ) 的二阶算子样条插值函数

.

显 然
,

不

同的分划 刁
,

就对应不同的算子样条插值函数
.

问题是
,

怎样的分划 刁
,

使 其所对应的

插值函数 又 ( f
,

刃 在最大模意义下最佳逼近了( x)
.

亦即
:

求分划 刁. : a = 此 < 对 < … < 添 二 b
,

使得
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i n f }!f
刁

.

一 S :
( f

,
乙) l! 〔

。 , 。〕 =
l}厂一 S

·

( f
,

刁 ) }l〔
。 , 。〕

·

( 1
。
1

.

)

其中下确界是对〔。
,

幻上所有可能的分划 乙: 。 = x 。
<

x ,
< … < 与 二 石所取的

,

这里N为固

定的正整数
,

记号 119 11
。 _ : 。

二 m a x
19 ( x ) !

.

` 忆不 一 以 J O ` 戈 `
b

92
.

特 征 定 理

为了给出最佳插值结点的充要条件
,

首先证明下列两个引理
.

引理 1 设 f (
x
)
。 c 〔a ,

b〕关于。 为严格凸 (凹 ) 函数
.

1
、

I 是 〔a ,
b〕 上的二 个闭子

区间
。

l (
x
)

。

`尸

进一 步

分别以 I 和 I 的两个端点为插值点
,

作 f ( x) 的 L (D ) 算子样条插值函 数 l ( x) 和

若 {叭卜咨
: 及 {叭 i} 』

, 是契比晓夫系统
,

且 I 卫 I
,

则成立

!If
一 111, ) l}f

一 之112
·

,

若 I 于了
,

则有严格不等式成立

l! f 一 l }! , > }! f
一 z {{了

·

证明 仅就 沂( x) 关于中为严格凸的情形进行证明
。

设 I = 〔a ,

夕〕
,

了= 〔 a ,

夕〕
.

由插值余项公式〔 ` 〕 有

l (
a
)

注意到 f (
a
) == l (

a

= f (
a
) 一 〔 a ,

夕
, a 〕 少 f

· 攀
:

享
2

三) /
` 一

(沂:
:

)
了̀性、

条̀e
,Q

)及 f (
x
)的 凸性和 { , i } i』

: ,

{甲 i } i君:
为契比晓夫系统

,

有

: ( `卜 ,品卜 ,` ) 一 ,`卜 〔 · ,

吞
,

了〕 。 ,
·

d· t

(竺里了) /
` · `

(攀
:

享J
) “:

一

丫 王 甲 2 丫 3
-

( 2
。

1 )
同理可证得

之(口 )一 l (吞 ) ) o
。

又因 V x e〔 a ,

口〕 = I
,

有

( 2
。

2 )

)〕
,

〕
义

(
` ( ; ) 一 `( ; )

)

)〕
X (` (万,一 “ 言, ,

闪口叭

ù口叽

户、 目尸 口晰 .户

“
·
, 一 “ ·

, · 〔
d· `

(获暴
2

) /
d· t

(成
日门 、 户 ` , 、 户

+

〔
` · `

(贰吞
2

)/
` · `

(获
注意到 {叭卜老

:

为契比晓夫系统及 ( 2
.

1 )
、

( 2
.

2 )式
,

立即可得

王( x ) 一 l ( x ) ) o
,

v x e j
.

故 l}f
一 1 1} , ) }}f

一 111了 =
}If
一 艺+ z一 11{了 = m a x 〔 ( f (

x
) 一葱( x ) ) + (艺(x ) 一 l (

x
) )〕

In a X

a , 男 ,

尹

( f (
x
) 一 艺(

x
) ) = 1}f 一忑11,

.

4 劝
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若 1 0 1
,

则由上述证明过程可知
,

成立下面的严格不等式
今 I

盯一 l }} , > 11f一 l }}了
.

证毕
·

引理 2 设 f (
x
)
。 c〔 a ,

b〕关于 必 为严格凸 ( 凹 ) 函 数
.

1〔
。 , , 〕 ( x ) 表 示 以 x “ a ,

玉= 夕为插值结点的五 (D )算子样条插值函数
.

记 e
(
a ,

君) 二 }}f (
x
) 一 l〔

二 , , 〕 (
x
) }1〔

。 , 夕〕
.

若

{ 卿 }声
,和 {叭 }声

:
为契比晓夫系统

,

则
。
(
a ,

助关于
a
单调减

,

关于 口单调增
,

且是
a
与

夕的连续函数
.

证明
。
(
a ,

助关于
a 、

口的单调性由引理 1 得证
。

不妨设 厂( x) 关于山为严格凸的
,

由于 {甲 s } i三
, ,

{甲i } i分
1
是契比晓夫系统

,

因 此 v x 。〔a ,

口〕
,

有 f (
x
) 一 I〔。

, , 〕 ( x ) ) 0
.

由

f ( x ) 的连续性知
,

存在
x 』。。 〔 a ,

口+ 乙口〕
,

使得

。
(
a ,

口+ 乙口) = ! f (
x
且, ) 一 l 〔。

, , 、 刁 , 〕 (
x 昌, )卜 f (

x
且
,
) 一 l 〔

。 , 。十刁 ,〕 (
x
3, )

因此( 不妨设 乙口> 。 )

o )
e
(
a ,

吞) 一
e
(
a ,

口+ 乙口) ) ( f (
x
马, ) 一 l〔

。 , , 〕 (
x
且
。
) )

,盛召了

一 ( f (
x
马, ) 一 l〔

。 , ; + 乙 ,〕 (
x 马, ) ) = l 〔。

, 夕十刁 , 〕 (
x
且, ) 一 l〔

。 , 。〕 (
x
吕, )

.

利用 x箭关子 刁夕有界及

时
,

上式趋于零
.

故

1i m e
(
a ,

刀夕
~ 一卜 D

了( x )的连续性
,

注意到上式的 la g r a n g e
表示法得出

,

当」夕一 O

夕+ 乙夕) = e
(
a ,

口)
.

即
。
(
a ,

夕) 关于 口是连续的
.

同理可证
。
(
a ,

内关于
a
也是连续的

.

定理 1 ( 特 征 定理 ) 设 厂( x)
。 `〔 a ,

幻关于 必为严 格凸 ( 凹 ) 函 数
。

证毕
。

{中 i } `之, ,

碱 伸` .s} J此晓夫系统
,

则 s :
f(

,

S :
( f

,

刁.) 满足下列条件

1}f 一
.

5
;
( f

,
刁带 ) }}

口约是最佳插值问题 ( 1
.

1) 的解 的 充 分 必 要 条 件 是
,

I 誉
“ 1}f 一 S ( f

,
刁.

) }l〔一 b〕 ( i = 0
, 1 , ”

’
,

N 一 1 )
·

( 2
·

3 )

其中 碑
= 〔x今

, x
六

: 〕
,
刁气

。 =
浦 < x

兮< … <
x
劣= b

.

证明 设 S :
( f

,
乙.

)满足条件 ( 2
.

3 )
.

若 S ( f
,
刁.

)不是最佳解
,

即存在 〔a ,
乙〕 上的

厂个分划 刁: “ 一 至。 < 云
: < … < 牙

, 二 西
,

使得

}}f
一 S: ( f

,
口 ) 11〔

。 , 。〕 < 1If 一 s :
( f

,
刁来 ) }}〔

。 , 。 〕

令

记 1 ,

刀 〔a ,

二 〔21, +21 几 则必有某个 `。 : ”“
。
` N 一 ` ,

使 毛
。
二 `
气因为否则由

代〕二 玲得 牙;

< xl . ; 又 由 j ; 二; 几带
得 牙2

< 从牛 ; … … 依此递推下去
,

( 2
。
4 )

I 。 = 〔a , 云: 〕

重复 N 一 1步
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之后

盾
。

可 得 , ; _ :
<

:
气

一 1 .

从而 I二
一 ,一 〔* 、 一 : ,

的二 。 弋
一 , ,

的 二 I气
一 , ,

这与 I示
:二 I一

;
矛

故必有某个 :i0 ” ( `。` N 一 ` ,

使孔
。“ `
九

·

由引理 1 知
,

}}f
一 s

:

( f
,
乙 ) 1}了 ) }If 一 S ( f

,
乙朱 ) {1
峨

( 2
. 5 )

又 S ( f
,
刁.

)满足 ( 2
.

3 )
,

因此

!If
一 S:

( f
,
乙.

) }} J
戈

= }If 一 S:
(厂

, 」.
) 41〔

。 , b〕
.

( 2
。

6 )

故由 ( 2
。

5 )
、

( 2
.

6 )可得

1}f
一 S: ( f

,
八沪 闷两 .尹

刁) 11〔
。 ,

6〕 ) 1If
一 s : ( f

,
刁 ) I}了

.

乞0

) l! r
一 s :

( f
,
刁.

) }I , ,

、

产人

=
}If
一 S: ( f

,
刁带 ) 1}〔

。 , 6〕

但这与 ( 2
.

4 )式矛盾
。

充分性证毕
.

设 S: ( f
,
刁.) 是最优问题 ( 1

.

1) 的解
.

若 S: ( f
, 」粉不满足条件 ( 2

。

3 )
,

则一定存在

i。
,

o ( i。 ( N 一 l
,

使得
。
( x

;
_

,

..x
_

.
0

一
O + 1

=
}If
一 s : ( f

,
刁.

) 1} ,步 < ! If一 S: ( f
,
乙.

) {1 I宁
. 0 + 二

`

咸
.

不失一般性
,

( 如图 l )
。

由引理 2

增函数
。

因此
,

对于与

== {!f
一 S: ( f

,

E△ }{f
一 s :

( f
,
刁.

) 1}〔
。 , 。〕

, 0

乙,
) 】}〔

。 , 。〕△ E

=
1If
一 S:

( f
,
乙.

) }1,李
. 0

> l! f
一凡 ( f

, 刁.
) }11宁

’

: 0 + l

假设出现的是第一 种 情 形

e
( x i。 ,

夕) 是 夕的连续单调
e (X￡

J

X`油 l
- 一 一 几

==

省
一

`E 一 “ X `。 , x ` 。 十 ; ” > 0
关`

。

X云
一 , 1 X i

一 + t

存在 夕
。。 ( x宁

, x

少 )
,

使
. 0 + 1 . 0 + 名

飞了 ` - 习不厂 卜

图 1

e
(
x `。 ,

夕
。
) <

e
(
x

兀
,

“
。 + :

) + ` o “ 工 (E + 。 `:

2
’

劣
.

) ) < E
, o

一

, 0 + 1

又由引理 1
,

因 〔凡
, x

〕c 〔x

. 0 + 2 斗 ` 0 + 1

x i。 , 2

〕
,

故

。
(凡

, x :

) <
。
x(

: , x 、

) = E
.

. 0 + 2 . 0 + 1
.
0 + 咨

以 凡 代替 “
。 + , ,

对 〔go, “
。 十 : 〕右边的各个小区间以及〔 x`。 ,

阳左边的各个小区间施以

上述同样的步骤
,

则至多 N 步之后
,

我们可得到一个新分划刁
,

对应于 刁的算子插值样

条 S` ( f
,
刁 )具有性质 1If

一 S:
( f

,
乙 ) l!了̀ < E ( i = o

,
1

,
’ `

一 N 一 1 )
·

即

}{f 一 S
:

( f
, 」 ) 1}〔

。 , 。〕 < !If 一 s
:

( f
,

刁.
) }!〔

。 , 。〕
。

令
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这与 S:
( f

,
乙朱 )为最优解矛盾

.

必要性证毕
.

定理 2 ( 唯一性定理 ) 设 j( x) 二〔。
,

句关于 必 为严格凸 (凹 ) 函数
.

{叭 }声
工,

{叭 i} 』
,

为契比晓夫系统
.

则满足条件 ( 2
.

3) 的 L ( D )算子样条插值函数 S: (厂
,
乙辛 ) 是唯一

的
。

证明类似于定理 1 的前半部分
,

在此从略
.

虽3
.

数 值 例 子

例 1 取 ; (。 )
= 。 2 , , :

(
x
)

= 1
, , :

(
x
)

= 二 , , 3
(
x
)

=

李
,

:
。 , 。〕 = 〔。

, 1〕
,

f (
x
) =

乙

了了
.

此时所讨论的插值问题即为一次样条插值问题
.

易验 证
,

{叭 }声
, ,

{叭 } `』
:
是 契

华吟索统
,

且 `( /
, = 了牙 在〔。

, 1〕是严格凸函数
.

设 d : O 二 x 。 <
x :

< … < 与
= 1

。

二士
.

厂
.

、
正

求得 !lr
一 “ · ( r

, “ ) 11〔
二 ` , 二` * ;

〕 = (
·

:`
一 二

: /
2

) z〔4 (二 ;/
2 + 二

: 圣̀)〕

申特征定理的条件 ( 2
.

3 )得

(
二

:匕:
一 二

;/
2

)
2

2〔4 (
二

;/
2 十 二

; 圣̀)〕
= :

、 ;

( i 二 0
, l , … ,

N 一 1

E = !}f 一 S :
( f

,

刁) }}〔
。 , ; 〕

.

置
“
二

价
= , ;

,

由上式可解出 : `十 : 一 。、 + 2: 士 2了不了不丽万 * = 。 , 1 ,

…
,

N 一 1
.

因 {。` } 声
。
为单调增加序列

,

故上式只取
“ + ”

号
.

注意 : 。 二 o ,

故可递推解出: * 二 2 lE’ ( i + 1 )
,

` . 、 , 、 二 , 二、

*
, 。 , ; *

~
_

, r ” 1
气, = ” , 上 , “ ” `” 少

·

人让 总 工 lJ 刀“ = 1 ,
四 犷̀ 乃 二

骊丽斤丁)
.

,̀̀
一 “ · “

, “ , ,,〔
。 , 1。 二 ` 二乏两未.

故最焦插值结点为非等距结点
:

、 二 : ; 二 〔
i ( i

一

。 z )
N ( N + 1 ) 」

,

=i(
o , ` , “

’

洲 .)

一 、 “ 、 母。 1tI , 对本例题提出过一种多项式算法
,

即取插值结点为 * ` =

〔们
` , ` 二 。 ,

1
, 。 , , N

、 几

由特征定理知
, p o w el l 方案不是最优的

。

事 实上
,

最 优 插 值 误 差 E 二

,
`

二
`

’

`

.1 :

;邢(N
+ i)

几 :

例 舒

,

而 ,
。 W·

n 方案的插值误差 为 E p。 W e l l 一 2

升
名 ·

显 然
,

一

“ < 尸p 。 W e l l
.

取 厂x( ) 二 扩
,

其它条件与例 1 相同
.

则 厂( x) 二 护 是 〔 a ,

的 上的 严 格 凸函
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数
。

由插值误差式 〔`〕

一一
.

门口

了二
9曰.,,̀

一 “ · “
, “ , ,,,

、 二

}1
(
x 一 x ;

) (
x 一 x `十 :

)
2

(
x ` + : 一 x 、 )

么

4

及 ( .2 3 )式
,

有

x i + , 一 x i = 2了 E ( i
= 0 , l , 2 , … ,

N 一 1 )

故函数 厂( x) = 扩 的最佳插值结点为等距结点
:

x ` = “ + 2 “̀ 万 = · + 2`

(豁) ( i = o , 1 , … ,

N )

l月走.,

而最佳插值误差为 E 二 ( b 一 a) / ( ZN )
.

且4
。

注 记

注 1 由上面两个例子可以发现
,

在函数 厂( x) 的奇点附近 ( 如例 1 中的函数厂(x) =

了 x , x = 。 为 厂( x) 的导数奇点 )
,

最佳插值结点分布较密
.

而对于无奇性 函数 ( 如例

2 中的函数 f( x) = 护 )
,

最佳插值结点分布较均匀
.

利用特征定理
,

可 以从理论上对这

一现象进行解释
。

为叙述简单计
,

仅考虑 ; (D ) 二 D
Z , , ,

(x )
二 1 , , 2

x( ) 一
二 , , 。

x( ) =

犷
.

此 时
,

插
一 ’ 一

-

一
’ 一 ’ 一

’

- 一
’

一
’ `

”
一 ’

一
r ’ 一

”
` ’ 一

” 2
-

一

值问题即为一次样条插值
。

设 厂( x) 是 〔a ,

的上的严格凸连续函数
,

S:
( f

,
乙.) 为 ( 1

.

1) 的

解
。

由插值误差表达式及连续函数的中值定理可知
,

存 在 氛
。
x( `奎

, , x
少)

,

使得

, . 、 : _ 1 ` , . _ , . 、 :

}
。
声

, . , 、 ;

l
.1丁一 “ ` L了

, 。 一 , 11 ,嗯
“ 万 Lx犷

+ ` 一 工矛 ’
一

{
` x

一

;
, 劣孙` , “ ` J T

!

因刁
.

为最佳分划
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若 I卜 〔x

犷
, x

丁
+ ,〕是 f (

x
)的奇性邻域 ( 如 尹(

x
)

= 了了在
x 二 o 附

_

近 )
,

则 〔x飞
, x

各
: ,

古` 〕 f 有较大的值
,

由上式知
, x

各
: 一
礴将有较小的值

,

即玲 的步长较 小 , 反 之
,

若

玲 不是 f x( )的奇点邻域
,

〔x

乳
: ,

对
,

氛〕 f 有较小的值
,

由上式 知
, .x
乳

, 一
才 将 有 较

大的 值
,

即玲 的步长较大
.

因此
,

在函数的奇点附近
,

最佳插值结点分布较密
`

注 2 在定理 2 中 ( 唯一性定理 )
,

若 了( x) 不是严格凸的
,

则定理一般不 成立
。

注 3 特征定理的必要性证明是构造性的
,

它巳经给出了具体求最佳结点的思想
。

据此
,

我们可以构造一个具体求最佳结点的迭代算法
。

这是非常必要的
,

因为大多数函
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数的最佳结点不能直接精确求得
。
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