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格点强祸合展开的图算法
`
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摘 要 奋

木文给出格点上强藕合展开理论的一种新的处理方法
,

它兼有 F e y n m a n 图方法和 代数

方法的一些优点
.

作为例子
,

文中计算了 }△ s卜 2矩阵元的强祸合展开的前两级
.

关健饲 格点Q C D
,

图解方法

引 言

低能强相互作用不能用微扰计算
,

有希望系统解决低能强相互作用 问题 的 理 论有

W ils on 〔` ’ 在 1 9 7 4年提 出来的格点规范理论
.

W il s o n
最先在强祸合区得到夸克禁闭的证

据
,

K o g ut
、

S h i g e m it s u 〔 2’
等用强祸合展开方法计算了强子质量谱

,

得到有意义 的结

果
.

近年来人们对用格点理论计算非轻弱矩阵元的可能性抱有极大的兴趣 〔“ , .

将近四十年悬而未决的非轻弱衰变过程据信含有非常强的强相互作用非微扰效应
.

这是格点规范理论的一个较新的领域
。

强祸合展开计算的最直接的方法是代数方法
,

这是一件极其繁锁的工作
.

另一常用

的方法是应用 F e y n m a n 图技术 〔“ 〕
。

它除了物理意义清晰外
,

还可以从图形上直 接读出

最后的结果
,

其缺点是 图形繁多 ( 四阶图通常有上千个图 )
,

没有比较系统的方法可以

画 出所有的 F e y n m a n 图
,

因此很容易漏 图
。

本文拟在 F e y n m a n 图的基础上
,

给出一种用于格点强祸合展开的图算法
,

它 可 以

说是代数方法和 F e y n m a n 图技术的一种综合
。

这种方法中的图形有两种意义
.

第 一 种

意义是直接把解析表达式
“ 翻译 ”

成 图形
。

解析表达式中的夸 克 场
、

规 范 链
、

自旋

毒

本文 1 9 8 7年 9 月收至}!

. 木研究得到中山大学高等学术门
’

心蔡金会和国家教委自然科学基金会资助

二 华南师范大学



扮 竿 3 期 格 点 强 藕合 展 开 的 冈 约
一

法

P a t 、 11 矩阵以及它们一均左石 j}1
1

! )含二都一一 )l」图形刘应起米 ( !习 1 )
.

一I
、

} {卜、J妇[1从
一

l
、 `

向
_

l二
,

{。
;

有指标
a
的端点表示夸克产生 ( 或湮没 ) 的时间

, “ = c 、 s 、

f 分 别对应夸克的颜色
、

自

旋和味道指标
。

规范链及泡利矩阵如图 2 所示
.

此处将 U
十

(
, ,

旬 记为 U (
” + k

,
一 k)

,

故左可取 6 个方

向 , 用 t’l ”
表示取 3 个方 向 的 泡利矩阵 ia ( j

= 1 , 2 , 3 )
,

用 “
}}
”
表示 取 6 个 方 向 的

a 左( k 二 土1 ,

士2
,

士3 )
.

如果在同一空间点上有一 对相同的颜 色指标求和
,

则把标有这指标的两个端点连起

来 ( 规范链两端都被认为标有颜 色指标 )
,

例如
:

刀
,

。二(
·
)

a oU
“ “ `

(一“ ) :
J
,
(
· + “ )

用图形 ( 图 3 ) 的组合代替代数算法中的W i c k展开是很方便的
,

在某些情况 还 可

以使计算量大大减小
.

通过图形的组合完成了矩阵元的W i c k展开后
,

将得到一些 相 连

的平面曲线
,

称作收缩图
。

将在第三节详细讨论
。
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图 1 图 2 图 3

图形的另一种意义是可 以用来表示矩阵元中夸克场和规范链的时空关系
.

将收缩图

按照规范链在空间 上的各种安排做成立体的封闭图
,

这些图有比较直观的意义
,

它们的

贡献亦不 难求出 ( 见第四节 )
,

仍称之为F e y n m a n 图
.

今

2 图算法一收缩图

在矩阵元的解析表达式 中
,

费米子总是两两成对地组成颜色和 自旋标
一

鼠 ( 中间可能

夹着一个或多个规范链 及自旋泡利矩阵 )
,

我们称之为甚本单元
.

在图形中表现为费米

场的带指标端总是和另一费米坟的带指标端

直接或通过规范链及泡利矩阵扣连在一起
。

由于费米子数守恒
,

费米子线的箭头方向给

图形规定了唯一 的流向 ( 图 4 一 6 )
.

其中巳引入改变夸克线味道的记号 ( 图 7 )
.
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或记为图 7

.

…
,

口U￡< = 乡

s嘴= 势

d < = 乡 :u △

至此
,

我们 已经可以把强作用顶角V
; 、

玖和弱作用顶角 0 二 “
翻译

”
成图形 (图 8一 1 1 )

.

一

啥
以」

一

乎尸勺
一

孚

一图 8 图 9

以后我们约定
,

凡是图上没有明确标出的指标 (
, 、

k
、 : 、 : 、

厂)和流

向都隐含着对这些指标和流向求和
.

例如 V ,
的 两 个 图 隐 含着

对
: 、

k
、 。 、 : 、

f求和
,

而 V
Z

的图除了对
_

L述指标求 和外还隐含着对

流向求和 ( 图 1 2 )
。

最后一个等号的负号由费;米子 的反 对 易 性

所得
,

交换两条费米子线的左右顺序给图带来一个负号
.

两个费米场的收缩

略

图 1 0 图 1 1

“ 。

“石
一 {“。

,

“石}
二 “ 二口

卜一曰
十

曰 一卜
一

尸
图 1 2

`

内1
.

1饭

一
口p

山
l

l̀
相应的图形操作为图13 所示

.

右边的图形便是费米子传播子
,

它的两端都不再开放
,

换句话

说
,

它的两端都与其它图形粘连着
.

从这个例子很容易推广到

一般的情况
: 一费米子传播子是两端具有相同指标的线段

,

由

两条费米子线粘合而得
,

粘合之前消灭算符在左边
,

产生
`

算符

在右边
.

下面是常见的两个收缩实例 ( 图 1 4 )
.

其中负号均由

于粘合前需要交换一对费米子的顺序
.

争

图 1 3

厂十飞
: .

_ 厂
`

十 ]
.

U 日

户门

甲日一
-

广
草几

.

, 一

止饰
图 1 4

食
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波函数的各级修正图可 由零级函数图出发
,

依次加入强作用顶角而得
.

若已知波函

数的 q 一 1级修正图
,

则第q级修正图可按下列步骤得到
:

①把强作用顶角图放在 q 一 1级图的左边 ;

②如果顶角图有下垂线 ( 消灭算符 )
,

则以各种可能的方式把它与 q 一 1级图的上升

线 ( 产生算符 ) 粘合起来
,

每交换一对费米子线给出一 个负号 ,

③形状相同的图形只保留一个 ( 墓本单元的左右排列次序是任意的
,

同一垫本单元

中顶角的时间次序亦不与考虑 ) ,

④若顶角的下垂线不能全部收缩掉
,

则这项等于零
.

例
: K

十

介子波函数的一级修正图

零级波函数 }K
十 ,

0 > 的图形 (图 15 )
.

波函数一级修正图 (图 16 一 1 7 )
.

争
试

. ,一Kt o
> 二 ! K t 一̂ > ,

叭 ! K气。 > , 一旷
,

旧

二刀
,

刊
广
尸

图 16 图 1 7

百15

日川曰叼

认图

在上面的
“
运算

”
中略去了能量因子

,

在仅分析夸克的收缩方式时
,

这样做是允许的
。

一个矩阵元可以写成锄
2

}O副必
; )

,

将它
“
翻译

”
成图形

,

我们将看到 !功
, > ( <功

2

)的

费米子线全部向上 ( 向下 )
,

O。 可能兼有向上和向下的费米子线
.

将所有向 下的 线 与

所有向上的线以各种可能的方式粘合起来
,

则得到矩阵元的W i o k展开

— 各种收缩图
.

其中要注意每个闭合圈有唯一的流向
,

味道和给定的初
、

末态不矛盾 ; 交换一对费米子

中一个负号
.

考虑下面两点可使需要计算的图大大减少
:

①循环或倒置后形状相同的收缩图贡献相同
。

循环不变是因为求迹运算下算符可 以

循环置换
,

而倒置不变是由于矩阵元共辘不变
.

(图 18 一 22 )
.
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图 1 9 图 2 0
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+
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故两种收缩方式贡献相同
.

②如果两个初 (末 )态在不考虑各个顶角进入的时间顺序时不能区分
,

并且在两个状

态的图形之间
,

不相同的顶角的时间排列方式完全对应
,

则这两个状态贡献相 同 (图 23

一 2 5 )
。

例
:
下面四个初态贡献相同

:

川
,

甲
,

甲
,

巨
一`

图 23

下面两个初态贡献相同
:

甲 甲 刊
,

甲
’斗

·

l
沙

一
习 铸

图 2 4

下面三个初态贡献不相同
:

一
司

.

耳广卜
』

,

卜甲一
}

图 2 5

3 图算法一
F e y n m a n 图

在收缩图中
,

夸克线全部收缩掉后留下一些相连的封闭圈
.

每一个封闭圈隐含着对

颜色和 自旋求迹
.

一个封闭圈的自旋迹不为零的条件是圈内的泡利矩阵可以两两配成方

向相同或相反的对
.

颜色迹的计算需要先确定规范链在空间方向上的组合
.

这就是将收

缩图画成 F e 芝n m “ n
图

.

因为非一维表示的规范链在强祸合真空的平均值等于零
,

所以每条空间链上的规范

场在一维表示的投影都不能为零
.

下面是一些 F e y n m a n 图的例子 ( 图 26 一 2 7 )
.

例
: <K

。

}厂
。

>的几个四阶修正图收缩图
.

相应的 F e y n m a n
图

·

今

孵
,

嵘
,

卿
,

( 口 ) ( b ) ( C )
脚

咬d )

图 2 6 图 2 7



第 3 期 格 点 强 藕 合 展 开 的 图 算 法

其中要小心区分的是重叠图和不重叠图
。

重叠图是指初态 ( 或末态 ) 在同一空间链上有

多于一条规范链 ( 图 27 一
。
)

.

我们知道一条规范链 U (
n ,

k) 是颜色群 SU ( 3) 的 ( 3
, 3 ) 表

示
,

它贡献的能量凡 二 4 / 3 ;若在 同一空 间链上有两个规范场
: U

。
石(n

,

k) U
。 ,
万 (n

,

k) 或

U
:
: (

” ,

“ ) U
。 ,

二 (
” ,

“ )
,

贝“这一空间链上的规范场不是 “琶量的本征态
, “ p是 S U ( “ ) 的 可

约表示
.

按照表示分解理论
,

( 3
, 3 ) X ( 3

, 3 ) = ( 6
, 6 ) + ( 3 , 3 ) , ( 3 , 3 ) 义 ( 3

, 3 )
=

( 1 , 1 ) + ( 8
,

百 )
.

( 6
,

万 )表示的规范场 的能量为 E 。 二 10 / 3
,

( 8
,

司表示的 规范场 的能 量

为E 。 = 3
。

算到强祸合展开的第四阶
,

在求颜 色迹时要用到下列公式
:

、 .了、、户
」

a孔月
11弓.一

.

`
` /.、<。 , U乙口 U l

飞}。卜青
“ 。 , “口。

`。 } U * ,U ; , p ` 3 , U几U二
。 ,” >一

鑫
“̀ “ “ ; 。 一 “ `。“ · ; , “̀ ,·“ , , 一 “ , , “ · , ,

粉
<o一U` , U ; , p (万 ) U二U

<0 IU ` , U
几

p ( 8 ) U邝 U言
,

J
, 10 )

10> =

=

责
`“ * r “ ; , + “ ` ,“ 。·

, “̀ ,· “ `· + “ ,· “ · : ,

翁
` 2“ , ,“ · 、 一

普
“ ; `“ r , ,` 2“ · , “ S , 一

普
“ , l“ ` 诬咨

( I c
)

( l d )

其中 U
”

为 (
n , n

)表示的规范链 , P ( n) 为投影算符
,

示 ) 投影到 (
n , n

)表示
.

在上一个例子中
,

( a)
、

分解中的迹为 一 3
,

在 ( 6
, 6 )分解中的迹为 6

。

`

一个F e y n m a n
图的贡献总结起来可写成

:

G = , 丫
.

又 6
.

5
·

R
。
R扩P f P士

.

” 一气
二

_

嗽 钊
、 - 一 一

“
一` 石 一 ’ 一

了” Ti
, T
了 {* }

它将它右边的规范链乘积 ( 可约 表

( b )图的颜色迹为 3 ,

(
c
)图在 ( 3 , 3 )

( 2 )

其中习为对重叠链的各种表示分解求和 ; T i ( T f) 为初 (末 )态各个强作用顶角的 时 间 顺

序 , 习 为对图中没有确定的空间方向求和 , 6为收缩带来的符号因子
,

S为贡献相同 的

{k }

波函数及收缩方式引起的对称因子
; R

c 、

R
s

分别为颜色迹和自旋迹 ; 初末态波函数所带

的能量因子分别记为 P 、 和 ”
牛

, 式中N为格点数 ( 可以证 明
,

N平方 以上的项互相抵消 .)

在给定时序 iT 和表示分解下
,

初态 ( 末态的情况完全类似 ) 波函数的系数 iP 不难求出
。

在时间方向上
,

每增加一个强作用顶角
,

该时间截面 t 上就有一个能量 因子
a Q / b 二 a

/

( E
。 一 E ( t ) )

.

此处E
。

为零级波函数的能量
,

E ( )t 为 t 截面上状态的能量 ( 若E
。 二 E ( t )

,

了wel卜l通且一勺ó贡ù一一不

毒

则这一项没有贡献 )
.

对应顶角V , , a = 一 八

对应顶角V
Z , a = 一 : .

将各个时间 截 面 上

的因子乘起来便得到初态波函数的系数 iP
。

例 F e y n m a n
图 ( 图 2 8 )

.

初态有两种时序
,

( 图 2 9 (
a
)
、

( b ) )
。

图 2 8
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爪 1

七
, < t :

( Q )

以 }{
一二

{一
` ·

习 ~ 咐 -
J

一

一
t 金

占̀tù一ù一甲一
?

月
t

: ` t
:

( 七)

图 29

E
。 = Zb f

,

bj 二 6忱 + m
,

每条夸克线贡献一个bI
。

。 , . 、 , ,

。 。 , . 、 、 , , 。 , _ ,
.

, 。
. 。 二 _ 、 、

3于
厂 L丁x ) 二 一 T / 气乙 。 一 乙 L不 l ) j == 一 T / 气乙 U J 一 气4 l J 宁 ` o J ) ) == ot

~

气尸
4

P (才
:

)

p : ` l

P (忿
,

)

= 一 f / ( E
。 一 E ( t Z ) ) = 一 注

z , 。 :
.

, 。 、 ,

4
. J t . 、 、

/ 气` U l 一 气` 入
一二~

宁 4 口 J ) 少
J

忍

8 / 3 + Zb f

= 3 , i / 4 ( s / 3 + 2今f )

= f / ( 4 / 3 + Zb j )
,

P ( t : ) = 1
/ ( s / 3 + 2石f )

= , f / ( 4 / 3 + Zb f ) ( s / 3 + 2乡f )

( 3 )
铸

( 4 )

第 q级能量修正为

E q = <价
。
}V

: + V :
!必。

一 : 》

插入单位算符 .b
一

弄
,

上式可写成
U

E 。 · “
。

,̀ V
! + V

Z

,“ 一夸,̀ 、 一 >
( 5 )

其中乡= E
。 一 W

。 , 因 !功。
一 ;

>前有投影算符O
,

故

E g = `功。
}`V l + V Z

,”
·

冬
,̀ 。一 , =

弓“
1,

E ` ,̀ g一 , E `
( 6 )

其中仙
, ,

E ij 表示波函数一阶修正中
,

能量为 iE 的波函数修正图
。

通过上式
,

能量 修 正

也可以用前面介绍的图算法计算
.

类似技巧还可以得到一类 F e y n m a n图与另一类 F e y -

n m a n
图之间的关系

,

无论对减少工作量和作自洽检验都是很有用的
。

争

4 1△S { 二 2矩阵元强祸合展开的前两级

与K
L和 K s

介子质量差有关的矩阵元为
斤了八6

`了.、 J叮.、

其中

才 == < K
o

!O
e
f f 1K

o> / <K
o
! K

。
>

O
。
f了二 功d丫。

( 1 一 Y。

)必
:

功丫
“

( 1 一 丫。

)功
;

零级波函数 ( 图 30 ) 为 一级波函数修正图 ( 图 31 ) 为

一 : 。 > ;

日
:

,

刃̀
,

。 ) : ,

创
、 !’ ` ’ :

匕
。一

娜 ; ” B>

叼
·

沪
二 2 1

一 ;
{

士ù冬国 3 0
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O ej 了中有贡献的图形有 ( 图32 )

从
( e )

西
( 于)

` 苦d萝

、 ,产óJr
沪

1r
.

一
琳肠幼八减嘟

一

一曰一仰八川曰两八()C’
、
一

夙况旧
曰

份八*()’,̀. `̀
一)

一J卜卜|
-

-
尸

`̀!卜Lr
.

Q曰叫 |叫司we~
叮矛̀、S夕̀\
司、 `目合

图 3 2

蚕

①归一化因子 ( K ”
IK

“
>

零阶图夕
。

( 图 3 3 )
:

6 = + ,
R s == 2 ,

R
e == 3

一阶图等于零
,

二阶图 ( 图 34
,

35 ) 为
:

夕。 == 6

刀
、

瀚
:

傀 帆 `

图 3 3 图 34

9 2通 :

6 == 一 1
.

5 = 2 ,
R

; == 2
,

R
。 = 3 ,

P ` 二 P f = i / ( 4 / 3 + 2乙f )
,

k = 土1
,

士2
,

士3

。 : , = 一 1 2。
。

(粤
+ : 。了)

一 2

J

办
、

9 2月 :

占= 1 ,

S = 4 ,

P ` = P j = 3 1
/ 4

,

R
: = 2

,
R

。 = 3 ,

k = 士i ,

土2
,

士3

。 : 刀 = 2 4

侍)
2。 。

②弱矩阵元 <K
O

10
。

川 K
“
>

将弱顶角的图以各种可能的方式插入到归一化因子的 F e y n m a n 图中
,

可以得 到 相

应的弱矩阵元的 F
e y n m a n图

。

与 g0 相应的弱矩阵元 g w 。 :

可以插入的弱顶角有 ( a)
、

( b )
、

(
。
)
尹 .

(
。
)顶角不改变图

g 。 ,

故贡献为 一 2 9 。 , (的顶角可从 ( a) 顶角中交换一对费米子线而得
,

故增加一个负 号
,

另外还多了一个圈
,

故有两个颜色和自旋的迹
,

总贡献为 2
或

, (
“
)
’ 顶角有一对泡利 矩

阵
,

对泡利矩阵的空间方向求和 出一个因子 3 ,

故其贡献为 2
·

3 9 。 ,

故
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。 , 。 二 一 2。 。 + 2。
:

+ 2
·

3。
。 二 1 6。 。

与 gl , 相应的弱矩阵元 g , I月 :

可插入的弱顶角 同 上
,

插法 ( 图 3 6 )

故

夕切 I孟 = 2
。

1 6 g x通 = 3 2 9 1掩

( 1 2 )

有两种

幻 瞬
( 1 3 ) 图 3 6

没有弱顶角可以插入到 g , 。

中
,

故 g , I。 = O
。

另外
,

没有相应的归一化 F e y n m a n图的弱 F
e y n m a n

图还有零阶波函数与二阶波函

数修正的交叉项 ( 图 3 7 )

夕脚。 , ZA : g w : , , o = g 脚。 , 2 ,

有贡献的 F
e y n m a n图为 ( 图 3 5 )

:

加
`

1 1 。 `于于 }珊』 {十」} {
-

S~ 改

`

门
`

品
`

门
`

自
一
}兰已」}+l {生已」t}

_

, 以丁
” s以峨

游

图 3 7 图 3 8

对第一个图
,

6 = 一 l ,

S 二 l ,
R

: = 一 4 ,
R

。 = 9 , P` = f Z
/ 4 b f

士 l ,

土2
, 士3 ,

贡献为 习 ( 一 1 ) ( 一 4 )
一

。
一

6
一

12
/ 4 b r

I 4
.
一 -t’
、 3

盆

+ 2“ f

)
.

第二个图与前图不同的地方是 “ · + ,
R

￡

G
+ 2“ 了

)
,

P , = , , 。 -

2“ `

)
一

粤
一 3 6“ 。

/` “ `

G
·

= 一 2
,
R

。 = 3
,

再考虑到有两种 贡 献

相同的时序
,

顶角 (
·
)的贡献 为 一 3

·

5 90 6j/ G
+ 2好

)
.

对于顶角 (
。
)
了 ,

只有上面第二个图的收缩方式有贡献
,

由于泡利矩阵空间方向的求

和增加一个因子 3
,

顶角本身带一个负号
,

故它的贡献 为 一 3
·

g3
。

v/, G
十 2“

,)
.

故

湘

g二 。 , 2 , = 一 2 4。 。

/。了 (冬
+ 2。 ,、

、 0 ,

+ 2 “了

)
一 ’ + 4 8 “于

’

G
+ 2 “了

)
一 ’ 〕一

( 1 4 )

( 1 5 )
+ 2b 了)

一 2 7 1 2
/ 2〕

x Z

G一G

总结前面的结果得

<K
o

1O
o
j f } K

` D

> 1 6 一 〔3 8 4

<K
o
}K

Q

> 1 一 〔1 2

我们已经应用本文介绍的图算法计算了 K : 一 K
s

质量差和与 }班】= 1 / 2增强有关的弱

矩阵元 ( 匀准至
x 的四次项 )

,

得到较为满意的结果
。
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