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用薄板样条构造高维求积公式
’

关 展 泰
( 计算机科学系 )

摘 要

本文利用薄板样条函数的性质与它和 S ar d意义下最佳求积公式
,

的关系
,

提 出一种对散

傲计值点任意求积区域适用的高维求积公式的构造方法
,

此法特别在维数是奇数时十分容易

实现
。

关键词 薄板样条
,

近似泛函
,

散乱计值点
, m精度

设 E : 、

E
:

是两个 B a n
ac h 空间

, t 是由 E
,

到 刀
:

的线性连续算子
,

l
、

k
, 、

k
: 、

…
、

k
。

都是 E :
上的线性连续 泛 函

,

令 袱 x) 二 k( x) 一 l( x)
,

k

果存在系数 幻使

( i )
。
(

x
) = o ,

对一切 x o N ( t )成立

( 11 ) }}
v
}1 达极小

几i k `
, u

(
x
) = v

( t (
x
) )

,

如
.

见曰
一ù

那末就把 k 称为 l 的 S ar d 意义下最佳的近似泛函
。

当 E
, 、

E
Z

是 H i lb e r t

可以用希氏空间的样条函数去求最佳近似泛函
。

设 几
、

E
Z、

E
:

是 H i l be
r t 空间

, t与
a
分别是 E :

到 E :
与 E ,

到 aE

子
,

给定
: 。 E 。 ,

记 I
之 == { x o E

:

l
a
(

x
) = z

}
,

如果存在 a o E 。
使

空间的时候
,

的线性连续算

1It ( a ) !!
: ,

= m i尹11t ( ` ) l}
: ,

X E注 z

那末就把 a 称为 ( 关于 t
、 a

与
z
) 的插值样条函数

。

记 a = 丫( z)
, 了 称为 插 值 样条算

子
。

引理 1 存在一个 l 的 S ar d 意义下最佳的近似泛函 k = a, (丫
产
( l ) )

,

这 里
a 尹 ,

尸分

别是
a , 丫 的共扼算子

,
l 满足 l( x) = ( l

,

x) 对一切 “ E ,
成立

。
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类似引理 1 的定理及其证明可见文〔 1 〕
,

这时弄亦称为对插值样条函数准确的近似

泛函
。

设 g 是 九 维 欧氏空间 渺 中的一个有界区域
,

iP
,

i = 1 ,

…
,

N 是 g 中的散乱点
,

右
,

f 二 1
,

…
,

N 是给定实数
,

如果存在函 数 a( P )。W护 ( g )
,

满足
:

口 ( P i ) = : i ,
i = 1

,

…
,

N ( 3 )
`

且
. 。

荞
。

晋几
`D二 ,

2

` p ,“ “ = m `·

那末 a( P )称为 (广义 ) 薄板 (插值 ) 样条函数
。

引理 2 (广义 )薄板 (插值 )样条函数
{N

口 ( P ) = 习 久i G m , 。

( P 一 P s ) +
习 v o

P a

! a ! ` 爪一 1

这里

G二
, 。

( x
,
P ) = G二

, 。

( x 一 P ) =
}l

x 一 P }}
“ m 一 ”

I n
!l

x 一 P l}
, n
为偶数

}卜一 P l}
’ 拼一 ” , 九

为奇数

n
` 一 尸 11

=

〔习 ( x ` i , 一 P ` i ,

i 一 1

x = ( x `” , x ( 2 , ,

…
, x `” ,

)
,

p = ( p “ , ,

p ` 2 , , … ,
p `” ,

P a == ( ( P
` ”

)
a , ·

( P
`“ ,

)
a Z… ( P

` ” ,
)

a 。

)

系数 又= 以 `〕与 v 二 〔va 〕由下列方程组解出

、 ...护
ZēU尹..、

一一
、 ..护
久尹广.1七、

l
护r A

`刀.

( 4 )
·

( 5 )

( 6 )

其中
: 二 〔iz 〕

,
B .
是 B 的转置矩阵

,

矩阵 〔A B 〕由条件 a ( iP ) 二 iz 得出
.

利用上面两个引理可得
:

定理 设 g 是
n
维欧氏空间 ltR 中的一个有界域

,

iP ( i = 1 , … ,

N )是 犯 内的任意

散乱点
,

如果下面对应薄板样条解存在唯一
,

那末可以构造出有 二 一
精度的 g 上 的多元

求积公式
:

.

{
_

r ( , ) Jp “

J g

习 A i f ( P i

` . 1

系数
, ` 一

J
A“ 。 , d ,

9

A` ( P )为对应薄板样条中 f ( P i )项的参变量系数
,

即由 a ( P )
e
w 护 ( g )满足 ( 3 )

、

( 4 )式

求 出 a ( P ) 二 艺 A 、 ( P )
一

f ( P i
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一
、
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,

_ 饥 , r
,

_
。 , 、 。 , 、 ,

_ 、 1产

这水 ` 公甄仕 “ “ r “

“
卜是` 住四

,

` 积公式误麦与气
l二

斋
。
言补1 `刀 一

月“ p ) “ “ 2
g

比值的上确界达极小
。

K

证明 记 X = 平梦 ( g )
,

’

Y = n L
:

( g )
,

Z = R N

, ( ,卜 二二 , ==

〔了晋
D· ` ,

,
·

,一〕
a
( f ) == 〔 f ( P

:
)

,

f ( P
Z
)

,

…
,

f ( P
、
)〕

。 = (
a : , a : ,

…
, a ”

)
, a ! = a ; ! a :

里 … a 。
!

,

I
a
! = 习

a i ,
K是使 }

a
} = 二的向量

a 的个数
.

i 一 1

这样
,

X
、

Y
、

Z 都是 H i l b
e r t 空间

,

线性算子 r · X一 Y
, a

薄板样条问题就是一个 H il b e r t 空间的样条函数问题
:

X ` Z
,

上述 ( 广义 )

叙

求 口 。
平护( g )门 I f 使

,

一}, ( a ) 11牛
· ,。

荞
。 卫 )

-

(
口 I J

( D
a 口 )

“
( P ) d g = m i n

I f = 王
。
卜( Pi ) = f ( P̀ )

,
i = 1 ,

N } = {
u
}
a
(

u
) = a

( f ) }

令 : ( , ) =

I
, (。 ) d ,

口

k ( f ) = 习 A i k i ( f ) = 习 A` f ( Pi )
i一 1 1一 1

渗
根据引理 1

,

存在 l 的 S a r d 意义下最佳的近似泛函 k = a 产
(丫

尹
( l) )

利用 R i e s z
表现定理

习 A 、 f ( p i ) = k ( f ) = ( k
,

f ) = ( a 尹
(丫

,
( l ) )

,

f > = ( l
, 丫(

a
( f ) )>

= l (丫 (
a
( f ) ) )

如果记
z == a

( f ) = 〔f ( P
;
)

,

f ( p
:
)

,

…
,

f ( p
N
)〕

那末 。 = 以的 = 以 a( 厂) )就是 ( 关于 t
、 a

与
z 的 ) 插值样条函数

,

满足
·

!! t ( “ ) 11
: = m i n

llt (
x ) 1!

x `几

I
二 = {

x o X }
a
(

x
) == :

} = W梦( g ) 自 I f

所以 。 是满足相应条件的 ( 广义 ) 薄板样条
,

根据引理 2 即式 ( 5 )
,

系数 久与
,

程组 ( 6 ) 解出

( 7 )

由方

z 护 〔f ( P
、
)

,

… f ( P
二
)〕

.
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所以完全可以把求出的 a (P) 化成

口 (P ) == 习 A i (乡)
一

f ( P i )
`一 1

注 , ` ( , ) =

歹
, ( , )。

,

这样
,

从 ( 7 , 式得到

D

熟
À , ( , ` , = ` (: (

·
( , ) ,卜 ` (。卜工

。 ` , , dP
·

欺
`
麦

A“ , ,“ , ,
·

“ , ` ,

g 口

比较系数可知

, ` =

I
A“ , , d ,

口

这样得到定理所求的多元求积公式
,

它是 S ar d 意义下 最佳的
,

满足前述 ( 1

( 2 ) 式
.

由算子 t 的定义可知

N ( t ) = { x (
s : ,

…
, s 。

)。平护 ( g ) lx == 习
l a ! `

a a s a , a = (
a : , … , a 。

)
,

sa = 泞 , ·

垮 2 … 琦

也就是说
,

N (O是次数不超过 fn 一 1 的多元多项式
,

条件 ( i) 说明我们的求积公式 具 有二 -

精度
,

即对次数不超过 m 一 1的多元多项式是精确的
。

由于

! v ( 扮 ) } !” ( t ( x ) ) l
1Iv }! = 5 u P一

二

衬示
竺` .

== 5 u P ` i厂污一不才一
-

封。 : 1lg ll r x o X 11不` x ) l! r

而
】v ( t (

x
) ) 1

11̀ ( x ) 11二

= 卜( x )卜 ! k ( x ) 一 l( x ) 1
奄

:

寻
_ 。

晋 I
`D “ · ” ` , ’ `“

所以利用条件 ( 11) 就可以证明定理最后的结论
。

例 求以 ( l , 1 )
,

( 1 , 2 )
,

( 2
,

l) 为计值点
,

有卜精度的矩形域上求积公式
,

矩

形域 g = { (
x , 夕 ) 10簇 x 《 3 , o提夕( 3 }

解
:
先求出在 ( 一

, z )
,

( z , 2 )
,

( 2 , z )上取 值 为 f ( 1
, 1 )

,

f ( 1
, 2 )

,

f ( 2 ,

l) 的薄板样条
:

a (
x , 万 )

1 么
= 下七翔

“
= 1

又、 In 〔(
x ` 一 x

)
“ + (夕` 一 万 )

2〕 + 拼: + 召: x + 拼s夕

这里
x : = x : = 1

, x 。 = 2 , g ; = g : = 1 , y : “ 2 ,

求出
a , , = a : : = a 3 3 = o

a 一2 二 a z z = a l s = a 3 1 =
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a : s == a a : == In Z

确定系数 之f
、 产̀ ( ￡== z , 2 ,

3 )的方程组为

0

I n Z

1 1 1

2100O

I
n 2

八UO
1 1

1 1 2 0

1 2 1 0 0

解得
: 义J 二 孟2 = 又

3 二 o

产: 二 3 f ( 1 ,
1 ) 一 f ( z

,
2 ) 一

产2 = f ( 2 , 1 ) 一 f ( 1
, 1 )

,

厂!l|
se尸eewese!1

11̀

k

a (尤
, 夕) = 3 f ( z

, l ) 一

f ( 2
,

1 )

产3 二 f ( l ,
2 ) 一 f ( 1 , 1 )

f ( 1 , 2 ) 一 f ( 2
, 1 ) + f ( 2

, 1 ) x 一

== ( 3 一 x 一 夕) f ( z ,
1 ) + ( , 一 i ) f ( l ,

f ( 1 , z ) x +

2 ) + ( x 一 1 ) f ( 2
,

A l ·

IJ
( 3

一
; ) d X d , 二 。

口

“ 之 =

梦
` ; 一 , d X d一咨

A。 二

f「(二 一 : )dx d、 二 卫
_

少
一

2
甜

f ( I , 2 )夕 一 f ( 1

1 )

得求积公式
。

梦
“
一

,̀ · `夕*

备“
1

, 2 , ·普“
2

1 )

这 求 积 公 式 的 代 数精度

f ( l ,

2 ) == a + Zb + c ,

f ( 2 ,

是 1 ,

容 易 验证
,

如 果 厂( x,

1 )二 Za + b + e

夕 ) ” a x + 石夕 + : ,

,

l )夕

那么

梦
f `X , · , d X“ 二 9二瞥二警

” 二

星
梦̀ 1 , 2 , ·

;
“ 2 , 1 ,

·
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