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关于解析函数单叶性的判则

侯 纪 欣
丈数学系 )

摘 要

对于在区域 G 内具有某些性质的解析函数 f: G , C ,

本文定理 l 指出 ( G
,

f) 是 f( G )的有

穷叶光滑非限覆盖曲面
.

作为应用
,

在定理3中讨论了 B (0 八 )内满足条件 f ( 0 ) = f 尹 ( o )
一 1 = 。

的解析函数的单叶性与其 T a y l o r

展式的系数及其边界值的关系
.

关健词 光滑非限覆盖曲面
,

单叶解析函数

解析函数的单叶性条件曾经被许多作者认真讨论过
.

1 9 6 7年 A
.

H e 6 e 兀 e B
得到 了一

个积分形式的充分必要条件
〔` ’ 多 1 9 8 1年 E

.

P oP
a 讨论了 C `类函数并得到了一些微分形式

的充分条件
L“ 〕 。

本文拟从几何的角度对解析函数的单叶性问题作若干探讨
,

并得到某些

函数单叶的充分必要条件
。

定理 1 设非空集` 是平面 C内一个区域
,
日G是 G落在闭平 面 C上的边界

.

若解析函

数 介G , c满足以下条件
:

-

( i ) 对任一有曰 G
,

l i m f ( : ) = 刃。 C存在
2

砂乙
( 之口召 )

( 11) 沂( G ) 自f (口G ) = 功
,

f( “ ` ) 一 { ” “ ” 一
王跳

其中

f ( : )
,

乙
。口G }

,

( 之 e G )

( 111) { z :

f
,

(
: ) = 0 , : 。 G } 二价

,
.

则下列结论成立
:

① ( G
,

厂)是 f ( G )的有穷叶光滑非限覆盖曲面
,

②若G为单连通 区域
,

则 f ( )G 也是单连通区域
。

证明 1
。

先证明第一个结论
.
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设笼U
。
}和笼V 口}分别是区域 G与区域了(G )内全体开集构成的开集 族

,

Z :a U 。
, C 和

W , :矶 , C是恒等映照
,

则显然G和 f (G )分别是以 { ( U
。 , z 。

) }和 { (又
,

评 ,
) } 为复结构的黎

曼曲面
.

我们将证明 (G
,

f )是曲面厂( )G 的有穷叶光滑非限覆盖曲面
。

对任一切。 f (G )
,

由条件 ( 11)
,

厂
一 `

(切 ) 门日G = 价
.

记

A。 = { z o G :
f (

:
) 二 田圣

易知 A。 为有穷集
.

事实上
,

根据假设 ( iii )
,

f是非常数解析函数
,

因此 A二在 G内不可能

有极限点
。

其次
,

由假设 ( ii )
, 切盯 (G ) 一 f (口G )

,

故A , 在口G 上也不能有极限 点
。

故 A。

必为有穷集
.

记 A , = {有 : j叮 }
,

根据条件 ( 11 1)
,

对任一有
e A , ,

必有以功为心的圆盘 B (二 ; 行 ) 使

f 作出 jz 的某个邻域到 (B 切 ; 叮 )的一一解析映照
,
因 A。为有穷集

,

故存在
r 。 , 。 < T。 <

m i n { r s : j` J }
,

使

f
一 `

( B (切 ; : D

) ) = U U j

j e J

其中 U j二 G是有的邻域
,

f : U j , B (。 广
。

)是一一解析映照
。

魂U j: j叮 }两两不 相 交
,

这说

明厂
` G , 厂(G )是覆盖映照

。

从而 (G
,

厂)是厂(G )的光滑非限覆盖曲面
t名, 。

因此
,

f (G ) 内每一

点被覆盖同样多次
.

上面已证明A , 为有穷集
,

故存在正整数
:
使 (G

,

厂)是厂()G 的
:
叶覆盖

曲面
。

2
.

现在证明
,

若`为单连通 区域
,

则厂(G )也是单连通区域
。

首先
,

如补充定义 f (乙) = l i m f (
:
)

,

(乙功 G )
,

则易知 f 在G = G 日口G上连续
,

之

斗乙
( Z C口 )

上
,

若存在若叼 G
,

使在乙不连续
,

则必有 G上的无穷点列笼
: : }满足 h m 溯 = 乙

事实

但当

: ` co 时
,

f (
z 。

)或者不趋于有穷或无穷极限
,

或虽有极限但不等于厂(右)
,

对蓬潮 } 中任一

点
z 。 ,

若
: 。 。` ,

则令
: 。 , 二 : 。 ,

若
: 。 。。` ,

则由条件 ( i )
,

可取
: , ` 。` 满足 1

: : ` 一 二 。

! < 工
,

n

I f (
z 。 `

) 一 r (
2 。

) I < 王
,

于是无穷点列 { : 。 `
}满足 {

2 。 `
}二 ` ,

l i m : 。 ` 二 `
,

但当。 ,
C。
时

,

n 月一争伪

八八
了
)不趋于 f (动

,

这与假设 ( i) 矛盾
.

所以
,

f 必在 G上连续
,

特别
,

f在口G上连续
,

因

f是开映照
,

故口f (G )任 f (口G )
,

又由条件 ( 11)
,

f (口G )仁口f (G )
,

故

f (口̀ ) = 口厂(G )
.

丈z )

现在
,

若 G为单连通区域而 f ( G )不是单连通的
,

则在厂(` )内必存在一条 非零伦的简

单闭曲线丫
.

若 C上以下的迹 {川为边界的有界区域和无界区域分别为D 和D , ,

则因 D 门 ( C

一 f( )G )沪功
,

D 自八)G 子功
,

且D 为连通集
,

我们有

D 自口f (G ) 子价 ( 2 )

此外
,

显然有

D : 自口f ( G ) 沪功
.

( 3 )

另一方面
,

因G为单连通区域
,

故a G为连通集
,

而了
: 夕G , f( 口G ) 是连续映照

,

因而

f 挤G )也是连通集
.

若 I
v
! 门口f (G ) = 功

,

则日f (G )
=

(D 自夕f (G ) ) IJ (D
,

门 口f (` ) )
,

而由
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( 2 )
、

( 3 )和 ( 4 )
,

上式右端是两个非空不相交闭集之并
。

这与口f (G ) ( = f (口G ) ) 的连通性

矛盾
。

故必有

}丫! 自 o f ( G ) 子功
,

( 4 )

但由假设
,

行 }C f( G ), 而由 l( )
、

( 4 )得
`

、 -

f ( G )门 f (口G )子功
,

与假设 ( ii )矛盾
,

这就证明了
,

若 G为单连通区域
,
了( )G也必是单连通的

。

定理 1 证毕
。

由证明过程可知
,

定理 1 的结论②在条件 ( i )
、

(行 )下成立
二

。

定理 2 设G c c是单连通区域
,
a G是G落在万上的边界

,

介G , c为解析函数
,

对任一

点乙,口G
,

l i m
之

呻乙
(之日 G )

f (
:
) = 刀。C存在

。

记

f (刁G ) 二 {刁
:刀= l i m f (

z
)

,

乙
。口G }

,

z 峥乙
t Z口 G )

则当且仅当
、砚夕.、.夕.

自O力O
了.、、J̀.、

f (G )门 f (日G ) = 价

成立时
,

证明

{ : :
f
尹
(

z
) ” 0

, z o G卜= 价

厂
: G , 厂(G )是单叶解析函数

。

若 ( 5)
、

( 6 )成立
,

根据定理 1 的结论①
,

而定理 1 的结论②指出
,

步( )G 是单连通曲面
。

因此

从而
,

f是单叶解析函数
。

(`
,

f) 别 (G )的光滑非限覆盖曲询
,

几

投影映照介台 , 了(G )
·

是拓扑映照
,

i1 m
J
呻乙

《 之口G )

反之
,

若 f单叶
,

则显然 ( e )成立
。

如有 bo
f (G ) 门f (日G )

,

则必有: 。。G及七
。 SG使 f (乱 ) 二 b

,

f( 幻 = b
,

f把礼某邻域 0G一一解析地映为 b的某个邻域刀
。。

取 8> 0充分小使B (
z 。 ,占 )

=c G
。 ,

B (
: 。 , 古)门 B (乙,占) = 叻且有 之: 。 B传 , 6 ) n G使 于伪 ; ) = 二 : 。 f ( B份

。 , 6 ) )
.

另一方面
,

因 f : B (
z 。 ; 6 ) , f (B (

z 。 ; 6 ) )是双射的
,

故必有
: Z o B (

: 。 ,占)使 f (
z :

) = 。 : ,

于是有
z : 子 : : ,

f (
: :

) = f (
z :
) = 功 : ,

这与 f的单叶性矛盾
.

这说明若 f单叶
,

必须 ( 5 )
,

( 6) 同时成立
。

定理 2 证毕
。

作为定理 2 的一个应用
,

我们讨论单位圆盘内解析函数单叶性的条件
。

定理 3 设 f ( )z 二 : + 几护 + … + 殊 ffz + … 在单位圆盘G ” B (。 ; l) 内解析
.

若 对任一

点乙。口G
,

l i m
二 e乙
(之 e G )

f (
:
) = 刀 ( 0 ( !刀1《 + co )

存在
。

记

f (口G ) “ {刀,刀 = l i m f ( z )
,

乙。口G }
,

2

呻乙
( Z e G )

则 f为单叶解析函数的充分必要条件为
:
对任一堆了(口G ) n C

,

有
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蒸 !乒
:

分
〔 (一 ` ,“ ( ,

尹一 ` ,:
·

泰
“ ,: !

资“
·

( 7 )

、厂
、 .矛尹

nOO口
J

`、
`了.、

其中 (、 )忿代表函数
、 k在 : 二 。的泰勒展开式中 : ”

的系数
.

证明 根据定理 2
,

当且仅当对任一农G及任一征尹( a G ) n C
,

f
`
(
z
) ( f (

z
) 一 刀) 子 o

成立时
,

f在 G内单叶
,

又因G为单连通区域
,

由 ( 8 ), 必存在函数几 (z
,

的满足

f
尹
(
:
)〔f (

:
) 一打〕 = e x p 〔h (之

, 刀)〕
,

其中
,

对固定的刀
,
h是 G内关于 z的解析函数

,

因此
,

: , _ _ 、 _ , _ _ 。 _ ` , , _ 、 , ,

f (
z
)

、 、

“ 、 ` , ,I I 一
L。 匕峪 一 ,I ) 、 ` 夕气1 一

—
I J

刀

若适当选择 10 9的一个单值分支
,

则

( 1 0 )

当 {刘充分小时
,

(10 )在
: 二 。有展 开式

、 ( 2 , , ) = 1
0 9 (一 , ) 一孟共少〔 r

,
(
:
) 一 1〕、 一觅喜「卫飞

九“ l “ k一 1 几 、 刀 产

共 r 吞 l r
, .

、 : , , ,
.

, 、
k

、
1

, , 、
k、 1

_
,

= 10 9 ( 一 刀) 一 乞 谧乞 一苏- l ( 一 1 ) 介 ( f
了 ` 1 ) : + ` 卜

.

(广) : }卜之
“ 。

( 1 1少

刹 L创
: K 七

` 一 ` 、 ’ 一 ` n 刀儿
` ’ ` 。 , J

一 `

因无(:
,

动关于 : 在G内解析
,

故 ( 11) 对G内所有
z
成立

。

从而 ( 11) 右端的收敛半径 ) 1
。

即

( 7 )成立
.

反之
,

若 ( 7 )对所有征 f (刁)G 自 C成立
,

则对任一确定的 ,及 10 9的一 个 单 值 分 文
,

( 1 1 )右端在 }
z
! < 1 内收敛于一个解析函数 h (

z , n
)

,
`

因 }” ! > o
,

f ( o ) = f ` ( o ) 一 1 二 o 而

一
fn’ (

:

l)(
一红且 )在原点一个邻域内不为零

,

由上面的推导可知
,

存在充分小的。> o使
刀

z
。 , 〔一 , f , ( : ) ( i 一兰因 )〕一 1。 g ( 一 。 ) 一

叮

一

鑫
:

{拿
:

资〔`
一 ` ,“ “ , 一 ` ,:

·

卡
“ ,:〕

· ” ,

` ,
· ’ < “ ’

·

即在 1川 < 6内有

10 9〔 一 刃f
,
(

z
) ( 1 一 = 人(

z , 刀)

从而有

f ,
(
:
)〔 f (

z
) 一 刀〕 = e x p 〔h (之

, 刀)〕
。

由解析函数的唯一性知上式在 !川 < 1成立
。

从而 ( s) 对叮好 (日G )自 C成立
。

故 f 在 G 内单

叶
。



第 2期 关 于
*

解 析 函 数 单 叶 性 的 判 则

一一一 一— 一

— —
.

一
一 尹 一

一
,

一,
-一一 - - ,

尸

一
, 一

~ ~

一
一

~

- 一一
一 - 一

~

一—
—

参 考 文 献

〔 1〕 H
.

A
.

刀e a e 二 e 。 ,

H l〕 。 宜 双 H 刀 H 刀。 坦 a 双 e 众 T e o p 皿 二 0 及 n o 几。 e T H “ x 中 y 万 : 皿 H 盆 ,

1 9 7 5
。

〔 2〕 E
.

M
.

P o p a
.

S o m e S u f f i e i e n t
OC

刀 d i t i o n s o f U n i v a l e n e y f o r C o m p l e x

t i o n s o f t五e C l a s s C l ,
L e e 才“ r 口

N o t e s i n M a t h e 明 a t i c s
.

1 01 3
,

S P r i习 g e r -

B e r l i n H e r d e l b e r g , 1 95 3 ,
.

3 50
一

3 5 5 ,

〔3〕 J
.

B
.

C o n w a v
,

F u n e t i o n s o f O n e C o m p l e x

毛4〕 0
.

F o r s t e r ,

L e e t u r o s o n R i e 川 a ” n S u r f a e e s ,

V a r i a b l e , I X
.

T r a n s l a t e d b y B
.

G i l l i g a n
.

魂
一

7
.

A C r i t e r i o n f o r U n i v a n l e n e e o f A n a l y t i e F u n e t ion
s

H o 盆 J i x i n

A b s t r a c t

S u p p o s e

G
.

T h e o r e m

t h a t f : G ) C 1 5 a n a 且 a l y t i e f u n e t i o n w i t h s o m e P r o P e r t i e s i n

1 s h o w s t h a t ( G
, f ) 15 a s m o o t h u o l i o i t e d e o v e r i n g

T h e o r e m

e n t i n a

g i v e n t o

2 g i v e s t五e s u f f i e i e n t a n d n e e e s s a r y

5 i m P l v e o n n e e t e d r e g i o n
.

I n t h e o r e m

e o n d i t i o n s u n d e r

m a n i f o l d

w h i e h f 1 5

a f u n e t i o n f , h i e h 三s i n t五。 u n i t d i s k B ( 0 ; i ) a n d 15

b y t il e e o n d i t i o o f ( 0 ) = f
’

( 0 ) 一 1

t五e e o e f f i e i e n t s o f i t s 甲 a y l o r

·

e u s s e d
。

a n a l y t i e

= 0
.

T h e

e x P a n s i o n

r e l a t i o n s b e t w e e n t h e u n i v a l e n e e

a

: : ,

少
“

“ 圣
“…:

’

” n`

艺州{
-

’
e

:m
乙

.

{:
’

:
`

毛
` C̀

{号
, 1 I a 拜 U

.S一l一
.咯人

`

da s 节 e l l a s i t s b o u 公 d a r 了 v a l u e s
a r e

K e y w o r d s s m o o t h u n l i m i t e d e o v e r i n g m a n i f o l d
, u n i v a l e n t a n a l y t i e f u n e t i o n


