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摘 要

本文讨论立管在拉力
、

自重及定常流的影响下的非线性分叉问题
.

奇摄动法用于求解多

个独立参数的摄动分叉解
.

获得了模拟非对称平衡的分叉曲面
.

文中同时研究了各分叉曲面

的稳定性
。

关健词 多参数分叉
,

匹配法
,

稳定性
,

海洋立管

海洋钻探或生产立管
、

采矿立管
、

及张力腿平台的腿等细长圆柱体都会受到自童

端部的载荷及外部流体压力的作用
。

这些载荷的作用会导致上述细长柱的屈曲
。 `

人们十

分关注柱体屈 曲后的特性
.

如文 〔1〕
,

研究了重立 管 在静

不稳情形下的后屈曲特性
.

文〔2〕
,

讨论 了屈 曲后的 对 称

单参数分叉问题
,

但模拟非对称平衡的多个独立参数的摄 一

动屈曲问题还未被研究过
.

按K ol k k a 〔 “ 〕的做法
,

我们利

用奇摄动方法来解多参数的摄动分叉问题
.

同时
,

也讨论

各分叉解的稳定性
.
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基 本 方 程

考虑一根在定常流中的立管
,

如图 1所 示
,

它 受 到

“ 自重
”
平

。 ,

及下端的有效张力P 。
( 0) 的作用

.

设立管长

为 L
。

立管挠度夕满足微分方程
.
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其 中
: t为 时问

; : 为沿直高度 ; 刀
、

I及 m分别为杨氏模量
,

横践 而的而积矩
,

及单 位长

的质量 , v m为流动速度特征值
; R (

:
)为阻力分布函数

,

可取为专 p力C
D
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) !V (

:
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,

其

中V (
z
)为流速与

。 二之比
,

C
。

为阻力系数
,

D 为直径
.

令 Y = , / L
,
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存在很多`中边界条件 〔 ` 〕 ,

不失一般性
,

我 “ ,以下仅处理立管两
烤为铰
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= Y
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( i ) = 0 ( 3 )
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。

分叉问题 ( 占 -

首先讨论 6 = o时的定常分叉问题
,

以及相应 的分叉解的稳定性
.

设此时Y (的有如下形式的解
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几一: = 0
,
几2 : = 0 ,

Y
1 1 2 = 0

,
Y a : : = O ,

Y 2 2 : = 0
。

故最后有
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( 2 4 )式的示意图如图 2
。

分叉解 为 超 临界

的
。

由文〔5〕知
,

当 几伊
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) > 又
,

(召
c :

)
,

零解为 稳

定 , 当久护 cr ) < 几
:
(升
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)
,

零解为不稳定
,

而 由 分

解定理 〔` 〕 ,

可证二个分叉解为稳定
.
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摄动分叉问题 (。荆 )

以上讨论了完全系统的对称分叉
,

现在讨论

受定常流扰动后的非对称分叉
.

将挠度 Y展为

Y = 切 。 + 6切 一+ 占
2叨 2 + 占3功 a + …

图 2

( 2 5 )

其中 , 。
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,
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.
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,
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.
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,
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,
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( 4 6 )只有一个实根 ,
, 、 、 , :

乙 西

A : 二 A : 《 , ) = 尸 + O

*
,
K名 、 : ; , K

l

省,
、 3

/
。 、 , J 。 、

* 二人中拍
, 刁 二 月

目 `了
, , 、 一

百一
, \ 甘 “ ,J ’ 、 “ U , 竹 一

’ 大
, 城 ’ “ , “ ” ` 1

“ 2 ’ 认 “ “ a ”

( 4 9 )

A
;

川 由 ( 4 9 )

表示
,

而A ; ( 2 )及 A : ( 3 )
分另11为

令

A
, ( 2 ) = . p + 。 Q

,

A : (。 , = 田 P + 。 Q

( 5 0 )

( 5 1 )



18 中 山 大 学 学 报
、

1 9 8 7 年

其中 (5)
= `

了
一

争撰不两下
,

?()
_ 一 i 士夕了

2

最后
,

使内
、

外解匹配起来
.

由上述可知
,

相应于未分叉的外解分支为

Y
。 · t 一 “

零
“井

” `· +

一拿
” ;

` ’ ,
· + … ,

( 5 2 )

分叉后的外解分支为

Y
。 · t 二 “ 1“ +

音
。。

零
a ` 2 , ,

。 + 生
a ,

拿
·

;
“ ` ’ ,

·

, + a 3`零
” ;

” + ·

哺
c二

`

” `,: + 。 “̀

( 5 3 )

由言定义可知 (久一凡
r ,
) 一 久功 = 专扣

2 ,

这里言是点 (拼
,

劝接近于分叉起始线 礼
, : 一 义2气

r

二 。的一个测度
.

在此线附近
,

专很小
,

前面也注意到此时外解是无效的
。

当然
,

在 若很

小时内解是有效的
.

而当 ( ;
,

; )远离 (性
r ,

礼
r :
)时

,

外解是有效的 ; 内解则失 去意义
.

我

们要使内
、

外解在 (几
,

的的某一范围内匹配起来
.

匹配时
,

将外解中的 (几一 久
c r ,

) 一 几
2

(拜 -

心 r
)用内变量若来表示

,

然后使用一般的匹配原谕
,

确定待定系数姓
, ;

(言)等
.

外解内展开
:
分叉前的分支为

备

、 ,户
口

、 .产
月份二dó匕二」

`矛.、了.、
Y

。 。 t = a s
{工竺业

里

于若梦
厂1 +

零
一

`二
` ’ ,

”
}

,

分叉后 的分支为

Y
o u t = Y

o + a
s f l
了

—
门 一

考

其中
￡ 二 2

1;
G (

·
) ,

: “ · 、 1+ 3

J;
` 1

〔`“一
+ “一 ,̀ :

二

〕· `· + … ,
·

匹配时
,
久

、
产固定

,

令
a * 0

,

而言一 + co 或一 co
.

但要注意 (几一 礼
r :
) 一 久

:

(群一棍
,

)

是固定的小量
。

准确到
a
阶

,

则应有

11
:nt 兰些丝五

目

= o

a
叶 。 “

- ( 5 6 ) 务

对未屈曲的分支应用 ( 56 )式
,

注意此时凡卜q
,

凡 > o
,

且若> 0,
,

故相应未屈 曲分支

为 ( 4的
,

因而 ( 5 6 )给出 一止 一

佘
一

小
`· ,̀

1

“
( 5 7 )

而 ( 47 )
、

( 4 5) 定义的 K:
及 K:

满足 ( 5 7 )式
,

故准确到 a 阶
,

未屈曲的内
、

外解分 支是

匹配的
,

如图 3 中分支 1
.

现对屈曲后的三个分支应用 ( 56 )式
,

此时考< O
。

由 ( 5 4 )及 (乳 )
,

我们 再 一 次得到

( 57 )
,

即内
、

外解分支是 匹配的
,

此相应于对称分叉中的屈曲后零解分支
,

女p图 3 中分

支 2
。

对外解的 ( 55 )分支
,

及内解的 ( 4 9) 及 ( 50 )分支
,

应用 ( 5 6) 式
,

注意到 Y
。

的展开式
,

则有
幸
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1i m
a f

l 一 ( 士
a
召不周万f

l

一卜 O a

( 5 8 )

而由 ( 2 4 )及 ( 4 0 )可知
,

几
, : a Z = 省

a Z ,

注意到现在若< O
,

久
, 、
< 0 ,

则

“ = 士

代
一 。

故由`5 8 ,
,

得 丸
1 二 一

云
·

及 (47 )知
,

这是满足的
,

故内
、

匹配的
,

此相当于图 3 中分支

更高阶匹配
,

可类似进行
.

一致有效渐近式为

由 ( 2 0 )

外解是

3 及 4
。

匹配后

a2一若
一

Y = a `p + Q , + 〔 a 2
A

l l ( 1 )` 1 + … 〕 + “

矛
”二

” ,
· + …

G (的 f
,

dz 一 …

(分支 1 )
,

产

达哥
、

,

一几
、 。 、

_

, , , 。
.

、
.

。

二
, ` : , ,

.

Z a ,

(
I 二 L田厂 十 。 甘 , + 七a 一

汽 “ `“ , 丁` + ”
’

“ + 。

宁
“ 。 ’ ” 十 ”

`

一
万

’ `
J

G (
z
) f

,
d : - …

(分支 2 )
,

一
一七ó一K了a+一十

、、声户

Q田

Q++
ō

尸P一口了̀吸、

a++.月
矛性
.

月

C
的
习
!

a十
行
不少

了、月
心
卜以

.
习
1

nO十Y一一Y

、、产刃月任QJ支支分分口了、
、

以上非对称分叉曲面也示于图 2
,

为了研究这些非对称分叉解的稳定性
,

引入缓变

时间at = T
,

由 ( 2 )可得稳定性方程 ( 此时 (43 )的 A
,

(劫变为 A
,

(套
,
T )形式 )

穿
L =

一
; 了

2“ 1 十 sa
.

,
: ( 5 9 )

1 几
; ,

sz 二 一 月万
~

兀 , 一
` 3 =

~
二

豆
-
了一

}
。

f; d
` “

)
。

f: d
“

r.月jjl

妓 其中

在我们限制之下
, : ,

及几为正数
, 犯为负数

。

对于前述的定常解A
, ,

现记 为 A
, 。 ,

它

的小扰动记为凡
。 ,

现令 A
: = A

, 。 + 河
, 。 ,

注意到 A , 。

满 足 一 : , 一若: Z
A

, 。 + : 3
A {

。 = o ,

即 ( 4 6 )

式
,

故由 ( 5的式有

d恶河
, 。

d Z
, 2

= 一 “ : 2

河
, 。 + 3 : 。 A

:
。 河

: 。 + O ( “ {
。
) ( 6 0 )

取 (60 )的线性近似
,

可得如下结论
:

对于屈曲前分支 ( 1 )
,

相应言> 0
,

江
, 。

为周期解
,

故原定常解 是 稳 定的
.

对于分 支

( 2 ,
,

相应 : < 。
,

“ :
。
< 一
黔

一 ` 1 。

为指数解 (指数为正或负 )
,

故原定常解为不 稳定
.

对于分支 ( 3 )及 ( 4 )
,

相应。< 。 ,

但城
。> 一

毕
一故 “ 1。

仍为周期解
,

即原定常解为 稳定
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的
。

马4
.

结 论

( 1) 由多参数摄动分叉问题的解
,

可知 :
如果立管的自重

,

或下端的压力超 过 临界

值
,

则立管会发生屈曲
。

在无定常流时
,

屈曲分叉是对称的 , 在有定常流时
,

屈曲分叉

是不对称的
。

非零的分叉解分支是稳定的
。

( 2 )由对称分叉与非对称分叉曲线图比较可知
,

定常流对流向侧的挠度起 增 大的作

用 , 对反流向侧的挠度则起减弱的作用
。
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