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本文考虑形如

“小 (鲁 J:
。 (功 ) `切下一`。 ) 3

的积分算子
,

首先证明它保持典型实函数不变
,

然后引进与该积分算子有密切关系的函数族

T ( “ ,

刀 )
,

并且研究它的一些性质
.

关 . 饲 S ka ls k a 函数族
,

积分算子
,

典型实函数

我们用 H表示在单位圆 }
:

! < 1 内解析且形如 f(
:

) = : * 。 2: , 书 ... 的函数圣体所
、

成的

集合
。

对于实数
口 ,

口
,

定义

T =
( f

: f e H
,

I m : Im f (
:

)> 0
,

( I m : 铸 0 ) }

T
。 二 { f :

f
o

H
,

( l 一 a
) f + a :

f
, 。 T }

T (
a ,

口) = { f : f o H 夕
, 。 , `1一 , 〔( `一 ,̀ + 二“ 〕“

T中的函数称为典型实函数
.

文 〔 1 〕研究了 T
。
族的性质

.

T (
a ,

助族是 T 口
族的扩张

,

本文主要讨论 T族与 T (
a ,

助族 函数
。

引理 1 〔’ 〕 若 f o T
,

则 f (
z
) = 乒

万

f
’ ` 。 ( ,

, :
) 、 、 ( , )

,

其中 ,为〔o , : 二 〕上某个非降
乙万 J O

函数
,

J:
“ ` , “ ,

二 2二 , g “
,

由引理 1 可知
,

若 介T
,

:
)

= :
/ ( 1 一 2 : e o s t + : 2

)
.

则 f
/
(

x

) > o ( x `
(
一 1

, l ) )
.

引理 2 设群为〔 a ,
b〕

_

上的非降函数
,

.

{
`

诀 “

d产(
t
)

= 1 ,

若函数k 在〔 a ,
石〕上连续且不取
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零为值
,

又对每个 ,。〔 a ,

乙〕 ,

有 B <
a r g k ( t ) < A

,

A 一 B镇 二
.

则

; < 一 ; (
I:

、 ( ` )、 , ( ,
) ) < ,

定理 1 设 己。 〔 一 ] ,

, (
: ) =

〔
-

1〕 ,

占铸 0
,

乙+ 了> 0
,

若 g o T
,

份 {:
。 ( ! )“ 艺下

一 ’

们认
· · …

( 1 )

( 其中的幂取主值
,

以后都如此 )
,

则 介T
.

证 明 令 t = “ ,

妊加
, 1〕

,

则 ( 1 )可写成
、

6
子f , 、 一 「l

`

f 夕k星愁2
_

、 泞
, ,

占十 丫 l
一

人
一

` ? 、
、 J O 、 双 1 1

因对任何
: 。 〔o , 1〕 ,

都有 g (
: u

) /
u o T

,

于是
, 夕(

: u
) /

u
关于

: 是 ( 一 l , z ) 上的严格增

函数
,

故当
z 。

( o
, 1知」

·
, g (

: u

) /
u > o

,

当
: 。

( 一 1 ,
o )时

, 夕(
z u

) /
u

( 0
.

从而由( 2 )可知
,

当 z 。
( o

, 1 )时
,

f (
:

)> o
,

当 : 。
( 一 1 ,

o )时
,

f (
:

) < 0
.

对。` (。
, 1〕 ( 当。〔 〔 一 1

,

。 )
,

证明类似 ,
.

若 ` m ·
> 。 ,

则 一 g

〔(
“ `
氛
“ ’

)
6

〕
=

。 a r 、 「夕(些乏1
。

(。
, 。二 )

,

、 U ,

依引理 2
有 一 g

〔l; (丛是
”一)

6 “ · “ ` 下

〕
〔 `”

, “ · ,
·

由 ( 2 )

知 a r g f (
:

)
。

( o , 二 )
,

即 I m f (
:

)> 0
.

由 T (
a ,

口)的定义可 得

定理健 若 f〔 T (
a ,

口)
, a
口> 0

,

同理
,

当 I m :
< 0时

,

I m f (
:

) < 0
.

因此 f e T
。

i正毕

则 f可表为 ( 1 )的积分
,

其中 班 T
,

占= 1渭
,

丫 =
1 一 口

a
吞

.

定理 3 若
a
口) O ,

则T 扣
,

助二 .T

证嚼一由于 T (
a ,

的 二 T (0, 的
二

T,

幻
,

依定理 2 , f可用积分 ( 1 )表示
,

其中

时
,

由定理 1可知介.T

当 1酬 < 111 寸
,

山 ( 2 ) 可 知 在 ( 一 1 ,

(t 劝
=

f( 习
,

-

故只需证明 邓 > 0 的情形
.

这时
,

若 介(T a,

夕。 T
,

6 = l邝
, 丫 = ( 1 一 a

) /
a
夕

.

于是
,

当 1夕】) 1

1) 内有 尸 (力> 0
.

于是 于有 实 系 数
,

并且

若 feT
,

则在 (0
,

)1lt]
存在一个最大的数

犷 ,

妹火叭
T

.

这时
,

曲线 c ()t
=

f(
; 。

:i) 必与实轴相功; 设切点为 f(
: 。

)
, : 。 = :

扩`。 .

若
: 。

为实数
,

则易知曲线 c (t )关 于实

轴对称
,

从而它在点 f (
: 。

)不光滑
,

这是不对的
,

故 I m : 。
手 。 ,

依对称性
,

可设 I m : 。
> 。

.

若 f (礼 )耳q
,

见lJ !c (` ) 1在 ` = `。 处非增
,

因此

I m
(黑尽、

二
一粤1

。 ; }。 ( `) 一
; _ ,

) 。

、 丁Lz o ) , o 不 ` 一 ` 0

因 }酬 < 1
。 a 口> o ,

故可 得
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I m 〔( ( 1 一 a
) + a : 。

f 产 (
: 。

) / f (
z 。

) )勺) 0

设 夕(
:

)
= f (

:
)
’ 一 “ 〔( 1 一 a

) f (
:

) + a : f 尹(
z

) 〕
夕,

则

I m g (
: 。

) = f (
: 。

) I m 〔( ( z 一 a
) + a z o

f 尹 (
z 。

)7 f (
z 。

) )勺成。

这与班 T和 I m : 。
> 0 的假设矛盾

。

对 f (
z 。

) > o的情形
,

同样可推出矛盾
.

故介T
.

证毕
。

定理 4 ( i ) 当
a

) o
,

夕> 口,
) o ( 或

a 《 o
,

口< 口
, 《 o ) 时

,
T (

a ,

夕) c T ( a ,

夕
,

)
.

( 11) 当口) 1 , a > a / ) o ( 或夕( 一 l , a
<

a , ( o )时
,

T (
a ,

吞) c T (
a , ,

口)
.

证明 设 f o T (
a ,

刀)
,

记夕 (
:

)
= f (

z
)
’ 一 “〔( 1 一 a

) f (
:

) + 。 z
f
尹

(
:

)〕
口 ,

则 f心
。 T

-

( i ) 我们熟知
,

当 f
, g o T 时

,

对 几。 〔o , 1〕都有 f`
一几砂

: T
.

令 几
_
夕

,

夕
则几。〔0

, l )
,

且 f
`一
口` 〔 ( z 一 a

) f + a : f
,

〕尸, = f
`一孟砂

。 T

于是 f o T ( a ,

刀
/

)
。

( 11) 设夕) z , a
>

a ’
) o

,

(口( 一
, a < a , ( 0的证法类似 )

。

对于 I m z > o
,

设 x ==

a r g f (
:

)
, , = a r g 〔

( 1一 。
) + 。兰其单〕

,

I气z )

。
_ 。 , 。 。 , , _ . , 、 二 _ , z f 产 (

z

)
、 。 : : * _ , , 。

`

一
` “ k 、 ` 一 ’ 声 丁 ` 一

灭刁
一 J .

火幼月 ` c 、 v , ,. 尹 ,

x + 口万
。

( o
, 二 )

.

因此

,

, , , _ _ 、 、 _
fz

产

( )z , , 二 ` 二。 。 _ 了 .

…
1 1

’ “ 、 1 一 幼 / ’ 场
~

万万 二下尸
一月 P

.

! J止
.

J I月 J夕 声钱口 一 、 脚
’

I气 z )

一

音a<
, ` , <

宁
,

中
.

因 二于三 一

(
一

兽、
=

一

异
, , 。、 髻l<

,

故依引理 2 可知
” 一 曰 口 、 口 , 口一

’

一
a 一 ` ·

~ I’ 、 J

一
一 `

,

a r g〔 f (
:

)
’ 一
口( ( 1 一 a `

) f (
:

) + a 尹 z f尹 (
z

) )夕〕
= x + 口

s。
( o

, 二 )

同理可证
,

当 I m : ( o〕时
, a r g 〔f (

:

)
`一口( ( z 一 a 尹

) f (: ) + a , : f
,

(:
) )口〕。 ( 一 二 ,

知介T (
“ 尹 ,

的
。

证毕
.

0)
。

于是得

引理 3 设
a ,

乡
, `
都是实数

, 切。

为方程 1 + cz 一 az
么 = o 的离原点最近的根

。

若 l +

b之 + a 之 2 =
。 在 !

:
} < }切

。
}内无根

,

贝。R e

〔
1 + e之 一 a z Z

l + 白z + a z Z 〕> 。在 !
z

! < ,。
。

I内成立
·

引理 4 设 d m为测度空间X上的有限正测度
,

对拢X有试 x ,

)z o T
,

且矛( )z
=

:

) d斌 x) 在 }川 < 1 内解析
,

则介.T,X

户

`
、

g
X

r..J1

m ( X )

引理 s 〔“ 〕 若 子。 . ,

班K
,

则 .f 班 .s ( 其 中 s气 K 分别 表 示星形函数族和凸函数

族
,

f . 夕表示 f与夕的 H a d a m a r d乘积 )
。

定理 5 设 a 》 0
, ,

(
a

) = s u p <
: f` , : ) 甲 ,

:

—
七 l 气a -

T

1 )
,

对每个 f o T }
。

则
r
(

a
)

= ( Z a + 了 4 a 么 一 Z a + 1 )
一 `注 , 。 .

证明 设 厂。 T
,

依引 理 1 , “ `
’ =

命 I 户
, :

) d产( r )
。

其 中 g ( t
, z

)
=

厂系蠢石矛
“ “气 令 F (小 ( ` 一

a

)` (
`

) + a z “ (
z

)
,

则
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F (
:

)
= 入I:

“ 〔。 ( `
, ·

,
· ” (

· ’ 〕“ “ (` ’

其中 “`· ,
=

鑫
: 〔` + a `卜 ` ,〕之

” 一 a

了苦平
+ (`一 ,、手

: ·

设 H`· ’ = 之 h
`

(对
,

则由引理

可知
, 在 ,

·
, <了

。

内有 “ 一

邵尹
一

> “
·

于是 H r汽之
)

*

、 `诊 , 广 r 〕 ,
一

—
` J

T。

,

从而
粤:丝

〔 K ( 〔` 〕 ,
·

依引

理 5 ,

对 t。 〔0
,

2二 〕
,

有 。 ( , , ·
)
·

(袱万乏)
〔￡
一
由 子 夕( t,

.

了人( , )

7
’

o
具有实系数

,

故它也属于 T
。

依引理 4 , 、 , 。
F (

, 。:
)

,

二 、 f (
: 。:

)
,
二 , _ , 、 。 「: ;旦 , 了_ 、 、 , : 7 。

曰 J

刀
一

下一
c ` ’

队一 千̀
〔 ` 、 ` ’ ` 7 ’ 卜 ,” 寸

` 、 ` ’
一

` 。 ’

人 四

H 产
( 一

1 。

) 二 O ,

依引理
。 * 、 。

*
_ ,

\
_

、 H (
: 声
约 汁二 , 。 二 ` 、 、 _ , , _ 。 、 : 二

勺 丁比闪」 二 j , z 产 了。 日U 一一
-

一护 不
孟 . 1己

止 J 、 ` , 一 、 i 一 “ , I ,

二、 2

T
’

、 l 一 ` ,

丫

二
(`

、、
2

)
` ,

若记“ `小
一

石六)
! ,

于是
邹

> 一时

今
“ ’ ` T `一 ` ,

,

而易知“ 6 T
,

因此有
:
( a) 镇

, 。 .

故得
,
( a)

= , 。 .

证毕
.

引理 6 设 ,
z

, ( 1 , 一 1成 s镇 1 ,

则当 I m z > 0时

Z
“ r g (

一

1
一

不
一

矛

一 g

;{狱乙

、 二 `

不簇石厂 ( 一 g ( 1
全、 )

2

、 二 g刃兴括兴衫一 ;{写
而当 I m :

< o时
,

上述不等式反向
.

定理 设 :
(口) = s u p {

:

丝笋
.

〔 T “
,

口”

矛̀,,、 .̀、

一一

、 .̀尹口O卜了
.、

1

渗

了 2 一 1

夕+ 1一 了口
么 + 2口三夕

。

对每个了
。 T }

.

则

口= 0

O <吞( 丫 2 一 1

了 2 尸 1簇口簇 1

证明 叹0)
二 1 是显然的

。

首先
,

对 于 。 < 1川 < 丫 2 一 1 ,

有

a f g 一

a f g
一

之

( l 一 : )
“

: ( 1 + : )

2
一 a r g

~ ; 丁二 ee一二下厂

L l + 之 )
“

一 2

_

2
( 1 一 z )

一 a r 义- ; 二 , - , - - ~屯二二

一
L l + 2 )

`

一 g

(忠 )
2

卜
一 g

({功
`

; <
·

一l(

设介T
,

则依引理 工有

, (
:

)
二

六 0zJ
”

1一 2之 e o s t + 之 2
d产 ( t )

z厂
产

(
z ) “ 少 {

2“

乙万 J O

z
( 1一 : 2

)

睡 ( l 一 2: e o s t + 2 2

)
“ d召 ( t )
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依引理 2 与引 理 6
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当 }州 < 了 2
’

一 1 ,
I m 之> O时

,

有

a f g 一 7 丁一丁
一一 灭犷

气1 十 之 )
-

一 r 一 、 一 之

气 a r g J气之 ) 岌 a r g万百一一一二不王
-

气1 一 z )
-

_ _

(z 1 一 之
)

a r 从一了

—
一

二考

又l + 之 )
”

(
a r g 之 f 尸 (

之
) ( a r g

:
( 1 + :

)

( l 一 之 )
“

二 。 、 。 , , 。 : 。 「卜卜 ,
:二 _ ` , 、 _ ( 之 丫,一

即城 1 一 : ) 、口
J
二 目 。 ` 、 U , 1 “ `1“ , “ `匕“ 、 ` / 一

L又
一

i下可
丁 J `百不又厂 ,

’

( 1一 :
)
艺〕

`一 “

〔杀留
~

〕
口

, ’ ”有尹

1
1

一一

`、万Z

之
了.、

,

九

a r g夕 (
:

)簇
a :

·

g 〔f (
:

)
` 一口(

: f
产

(
:

) )口〕( a r g h (
z

)

依引理 3 ,

当 }zI < 夕
。
时

,

有

( 3 )

R e
z 夕 `

(
:

)
夕(

:
)

= R e
1 一 2 (夕+ i )

: + : 2

1 一牙
“ > O

丫
T、 _ z h产 ( 之 )

, 。 _

1 + 2 (夕+ 1 )
之 + 之 2 、 _

几 匕 一 、 牙
二 、 二 二 n 七

—
户> U

n Lz , 1 一 之“

即 g 与 h在 }川 <夕
。
内是星形的

,

也是典型实的
.

于是当 I m : > 。 时
,

ar g 抓劝
。

( o , 二 )
,

a r g h (
z

)
。 ( 0

, 二 )
.

从 ( 3 )便 可知
,

当 }
:

1< m i n
{了 2 一 1 ,

夕
。

}
,

I m :
> o 日J

,

有

a r g 〔f (
z

)
’ 一
口(

:
f
产

(
z

) )口〕
。

( o , 二 )
.

同理可证
,

当 1
2

} < m i n
{了 2 一 l ,

口
。

}
,

Im : < 0 时
,

有

a r g 〔f (
:

)
` 一口(

z
f

,
(

z

) )口〕
。

( 一 二 , o )
.

因此
, :

(夕)李 m i n
{了

一

2一 z ,

夕
。

}
.

若令 “间
二

凌
一

〔飞拭砂一 ( 1 + z
)

2 〕
,

则 G o T
,

G ,
( (“ 卜

` )` ,
= ”

·

故 若 己̀

H (
z

)二 G (
:

)
`一刀〔: G了

(
:

)〕刀
,

则当
;

) 了 2 一 1
,

吞〔 ( O , 1〕时
, H (

, :
)
诺T

,

从而
r
(口) (

了 2 一 1

耳
又若记 F (习

=

( z + :
)

2 ’
E (

z
)

= F (
:

)
`一

B〔 z F
’

(
:

)〕尸
,

则有 E `
(夕

。

)
= o ,

因 此
,

当

r > 刀
。

时
,
石 (

: :
) , 二

_
-

一
一

不 l

.

即 r
(口)簇夕

。 .

综上所述
,

当 口。 ( o , z 〕时
,
(口) 二 m : n

{了 2 一 1 ,

口
n

}
.

定理证毕
.
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