
中山大学学报 ( 自然科学版 )

第 29 卷 第 3 期
2 9 9 0年

A C T A S C IE N T I A R U M N A T U R A L I U M

U N I V E R S I T A T I S S U N Y A T S E N I

V ol
.

29 凡
.

3

1 9 9 0

带矩形反射边界的随机微
强

、

弱解与解的稳定

分方程的

性
’

司 徒 荣

( 数学系 )

摘 要

讨论带矩形反射边界的随机微分方程
,

可在人口控制系统及神经生理系统的随机模型中

得到应用
.

本文主要结果为
:

在漂移系数有界可测
,

扩散系数一致非退化条件下
,

有弱解存

在 , 在非李氏条件下
,

存在按轨道唯一的强解
。

最后
,

还讨论了解的稳定性
.

关键词 反射边界
,

随机微分方程
,

强
、

弱解
,

稳定性

考虑如下的反射随机微分方程 ( RS D E )
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,

且甲
。 二 。 ;

甲 t 二

}甲 } ,

丁:
一 ` ’甲 ’

“ ’

( l )

=

J:
` 。。`二 ’ ` ” ’

·

” t “

产
二 t ,

当 x : e a o ,

/
.

|
lesl!|1

1
11
.

|
J
、
、

其中
, 叨 ,

为 d一维标准布朗运动 ( B M ) ;

口= { x = ( x , ,
x : ,

…
, x d )

: a i < x i < b i , t ” 1 , 2 ,

…
,

d }
,

( 一 oo 镇 a i < b`毛 co 为顶先给定 )
;

夕0 = 0的边界
,

0 == 口U口8 ,

厂
, 二 {

n `刀d :
卜 1== i ,

B ( x 一 n , i )门8 , 叻} ,

B (
x , ,

)为 R d中以
x
为心

, T
为半径的开球 ,

】切 !
t 二 中在印

,

日上的全变差
。

在本文中
,

恒作如下的假设
:

( A ) b 二 b ( t , x , 。 )
: 兀

十 x R d x 。 ” R d
,

a 二 a
( :

, x , 功 ) ; 豆
十 又 R d 又 幼 , 丑 d⑧ R d ,

其中记 厅
十 二 〔o

,

oo )
,

并且
,

b
, a为三元可测

;
对任意二 R J

,

它们为多
, 一适应

.
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S RD (E 1 )包含了许多有用的情形
.

例如
,

当 一 内 = 叭= co
,
1簇 f毛 d ;

则洲 = 价
,

故

甲 ,二 0 ,

V t ) O
。

( 1 )变成无边界的通常随机微分方程
; 又如

,

当几 = o ,

V l 蕊 i毛 d ; ib = co
,

丫 1 ( 艺( 心 则 ( 1 )可用来研究随机人 口 控 制 阿题 〔 ’ 〕 ; 再如
,

当 一 co < ia < ib < oo
,

V l镬 i ( d
,

则 ( 1 )又可用来研究神经元组成的神经纲络问题 〔“ ~ ” 〕
。

本文中
,

常常考虑下列情形
:

( B ) 一 co < “ i < b i < co

为简单起见
,

以下设 d = 2
。

但这里的研究方法
,

适用于一般 d的情形
。

注 1 这里的 研 究 方 法与结果
,

其实
,

同样适用于 O为任意有界凸域情形
,

为此
,

只需用有限覆盖定理将洲作分解后再讨论
。

注 2 现刻划 O为 矩 形 的才
二 .

由定 义 可见
,

若二 e
,

则 厂
二 = 价

.

若 xe 00
,

则
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)
。

厂
二
表示如下 ” :
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,
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.

若
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。
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)

,
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,
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,

当 e i = a 、 ,
i == 1
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}
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,
二〕

,
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,

当 c ` = b i ,
f 之 1

,
2 ;

丫〔3万 / 2
, 2军〕

,

当 c , == a : , c : = b: .

下列结论易得
:
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,
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,
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,
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其中岛
, 。 是只依赖于 k

。 , 。 ,

维数 2 和 T的常数
。

证明 只证 ( 3 )在m = 2 情形
.

( 3 )的一般情形
,

可由 工ot 公式
,

引理 1 及归纳法

来完成
,

取 叭
。 口

,

由 IOt 公式及引理 1 ,

,一
, 。 ,

“ ` , X。 一 ; 。

,
2 + 2

少:
(一

, 。 ,
·

“ (
￡ , · : , 。 ) d

s + 2

丁:
( X : 一 , 。

)

·

(。 (
` ,

一
) d 切

·

) +

买
}!。 (

夕 ,

一
) !{

2 “

其中
: ·

b 或 ( 。
,

的表示
。
与b之内积

,

当
a ,

陇尸
.

现由鞍不等式
,

可得
: V t镇 T

l) 若 。 : = 一 co
,

则二 , 二 。 :

情形不必考虑
,

余类似
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由此及由上
,

再用鞍不等式
,

便完成了 ( 3 )在二
二 2成立的证明

.

( 4 )的证明类似
.

引用〔 4 〕的定理 1 作为我们的引理 2 ,

为了便于看出结果与维数 d 的关系
,

仍 用 d

一维情形来叙述
。
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。
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。
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.
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往意到
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耗 口
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厂
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又一二
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c Z ( 7 )

其中
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,

故由 2 )可得
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) 、 、 ( ,
,

,
, : , 。
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+ ￡
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介几
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一

、 丁
` 2 “ “ 几 ` ’

I’ ’ 上
一

飞万万几
“ `
丫 儿

扣
’

气

类似地
,

由 4)

因此可得

, 2 、 一
: :

买
“ “ ( d一 , (

￡ , · :

) )含 ,
￡
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￡ , · :

)
一砚一 d￡ .

。 : E

买
“ “ ( `

· t A (
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, ,含`·“
, X `

,二 p
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一 “ 砚̀
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1
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1
_

宁
~ 二二二 二 付 ,
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十

丫 2几
一

孟

扩丁
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c : k `
) K

: F
。

由通常了
一
系法等即可完成证明

。

注 3 由上所证
,

可知常数
`其实与 T无关

。

故有更好的估计
:

才:
` ( `

· `A (
了, X ·

) )含 , (
` , X :

)
。 X p

{
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+ 了
)
}
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占
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·
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)
.

定理 3 在定理 2 假设下
,

对于任给二砂
,

( 1) 必存在一个弱解 (惫
` ,

, , )
,

它定义 在某

概率空间 (。
,

了
,

户 )
,

上与定义其上的某 BM 叭一起满足 ( 1 )
,

而且
, x 。 二 x

,

户一
a . : .

注 4 定理 3 把 〔 7 〕的有 关结果
,

推广至 R S D E情形
.

所有定 理
,

对 0为有界 凸域

情形仍真
。

证明 令 S
。 = { x o R

Z : 】x l (
n
}

作系数序列 <护
,

砂 }
。 = : , 2 ,

…
,

使满足

a) a ”

是具有紧支柱的光滑函数
,

一

满足 ( 5 )
, ~

,

1 。 , , 、 、
、 ,

_
.

…
认 , 六” = 丁 U

’ 一
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”

)一 ; 开且
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。 ,

}1t
r
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)
.
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”
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,
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。 , 。
〕

· : 。

)镇 2
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·

!《 寿
。 ,

}, l b一乙
”

11,
: 3

(〔
。 , ”

〕
: : 。

)镇 2 一 ” ·

由〔 5 〕的定理 5
.

1 ,

存 在 按 轨道 唯一的强解 x( 梦
,

讨)
,

在 才) 。上满足
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牡
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、
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.

运用定理 1 ,
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,
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犷
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,
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X

犷
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2 ) 存在过程 ( , , ,

杯
,

叭 )
,

使得 ( ; 少
,

不黔
, 。少)在任意 : 。〔。

,
T 〕上一致 收 敛于前

者
,

当几̀ co , 其中 T < oo 为任给
。

以下
,

为简计
,

仍记
n *
为 k

.

类似 于 〔 7 〕
,

同 样 可 证
: 。
犷是户一 B M

,

并且 (对
,

会
, 。为满足 ( 8 )

,

,一
: . : .

现设二 厌
.

记

:

全
= i n f { , ) o : ,梦若言

:

}
, 。 = o

,
1

,

…

其中
,

记`
= * , .

注意到
,

由2 )可得
:
当

n
, co

,

《一式
,

户一
a ,

.s

故类似于 〔 7 〕 ,

运用定理 2 ,

可得
: 丫。 > 0 ,

当 n
, co

,

,
_ .

rt 汉
r l

_
_

。

fr 通几
p ( }j

。 ” “

(“
, 牙苦) “ “ 一

J
。̀ “ ( “

, 毖。 ) “ “ l夕 “ )” o ,

户 t A
丫 , , t A

了 ,

, ( }J
’ 。 一

a ” `“ , ,彗) “ 功 : 一少
。 一

“ (`
, ’ ·

) d`
·

}>
`
)一 “

因而
,

V t 》 。 ,

当 n
, co

中翔
, ; “

叱水
l 二

云t效 r ; . r t刀 r :

叽
· : 一 ` 一

岁
。 “ “

(“
, 牙; ) d卜】

。 “ ”

( “
, 牙; ) d 功 ;

一
云 t龙 : -

` t效 r l , , _ 、

二
r t才 ` ;

一 工 一
J
。 “ 气s , x s ’ a s 一

J
。 U 气s ’ 劣 “ ) “ w s ’ i n P

现由〔 5 〕的定理 4
。

1
,

对

; , =

f:
” (

￡ , , :

) d
` +

买
a `￡

, ` ·

,“
·

` ,

:类似定义 ,

及初值
x ,

且 ( xt
,

叭 )满足

V t ) O

( 9 )

(
x t , 甲, )满足 ( 1 )中其它性质

`

了
1.

.

|

|
\

并且
,

互 F ( r , 夕)
:

( t , 夕 )
〔 〔o ,

co ) 火 C ` C
,

它是连续映射
,

使

x t = F ( :
, , (

·

) )
,

其中 C是〔。
,

二 )至尸 的全体连续映射
,

其拓扑由通常办法定义
,

现记
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但
,

其中记

z :
==

l:
a ·

(
: , ,璧)“ 彗

,

Z 才·

I:
。 “

, ` ·

, d` 一

由上已证
: 当 n` co

Z》 咔 Z , , , ` n 户

: 户一z犷一 ( 兀 :
: 2 ,

v : · 。 , 1 , 2
,

…
,

匆犷
二 Z , 一 z了

记 t 尸 = t A丁 , .

( 10 )

z :
二 z ,

.

砷 心 }二
:
为一致可积

·

注意到、 > 。 ,

: 户 1 2夕
一 z , }

2

、 一 + E户 I ( l
: 。

一 : , }
> 。

) 2 ( 1 2犷}
2 + 12 , 1

2

)

由 (l0 )及一致可积性
,

得知
:

当 n

一
,

: 气M
·
> , , · E

易衅
,
}

2

一 。
.

类似地
,

可证
: 当 n ` co

由此
,

可推证
: 当 n , co

,

_户打
.

…公
J

’。
l ”

” ` s , 劣 `
) 一 ” 吸“

, 劣 :
) I

` “ “ ` “
·

五 p s u p 一 ,梦一 ; :

一
2 : : ( t ` }叶 0

.

因而
,

3 、 I co
,

使得
: 当K l co

,

V T < co
,

其中 T 产 二 T A : : 。

因而
,

当 K l co
,

V T < co
,

s u p { l ,

:
K 一 , :

: s簇 T 了 }一 O

s u p {! ,梦
` 一

霖一
: ,、 : `

} , 。 , 、 u p { 一芬犷
K 一

砚 r
: : 、 : `

} , 。

由极限唯一性
,

得
: V t ) 。 ,

毖t效 , l

这就证明了
:

(熟
,

叭

= xt 水 l’ 叭水
: = 马如

, 功 t )在 t 。 〔o
, : ;

)上满足 ( i )
,

在概率空间 (。
,

了
,

户)上
.

现注意到

由〔 6 〕
, 。 可取为〔o , 1〕

,

因而它是标准可测空间
.

仿照〔 8 〕
,

只姓。
了

,

户( A ) 二 o ,

使得
:

任取 。 。 A
,

有
` :

(“
`
) = r :

( 。 )
,

p (
·

}了
, :

) ( 。 ) 一
a . 5 . 。 ` .

并且 (P
·

}了
, :

)是正则条件概率
;
进一步

,

还有
:

任取陇 A
,

若
` ,

(司 < co
,

则 〔` 〕

, : :
(。

`
) = 示, :

(功 )
,

p (
·

l了
: ;

) ( 。 ) 一
a . 5 . 。 ` .

设 牙: :
( 。 )

“ e `
.

记 ` , : = i n f { t ) 丫: , x * 。 0` }

则仿上可证

” :̀ ; ,牙
,· : ; :

一
; 一

厂
“ 2” “

, ! ·

, d
s、 一

萝厂
丫` 2· (

了 ,

二 )`

一 ;
, ,

: ; :

== 0 1了
: ;

) (。 ) == 1
·

_ 了述几
2

_

砰 A介 2

~
因而 尸 (毛妙 1牙,刁· : : 一 ` 一

夕
。

吞(“
, 乏·

) “
“ 一

J
’ 。 。 (

“ , 厉·

) d `一
中 ,才 : ; :

卜 o ) 一 `

由上类推
,

最后可得证
: 户一 a

.

万
.



中山大学学报 ( 自然科学版 ) 第 29 卷

, , = X +

f:
“ (

S , , :

) d
￡ +

萝:
。 `￡

, , ·

, d幼
· +

认
,

v ` ) “ ;

并且 (补
,

介 )满足 ( 1 )中其它性质
。

(这由极限唯一性 及 ( xt
,

竹 )满足 ( 9 )知 )
。 ”

·

口

下面来讨论 ( 1 )的解的按轨道唯一性及强解的存在性
.

定理 4 设 V t妻 。 , x o s
,

I西( t
, x , 。 ) I + l}

a ( t
, x , 。 ) }l ( k

。 ,
k
。

为常数 ;

2 ( x 一 , )
·

( b ( t , x , 。 ) 一 b ( t , 万 , 。 ) ) + !}a ( t , x , 。 ) 一 a ( t , 万 , 。 ) }}
“

其中
, 。、 K ( 。)

,

J:
K ( , )` : < co

,

p ( o ) = 0 ,
P (

u
) > 0 ,

当 u
> 0 ,

( K ( t ) P ( }x 一 岁 1
“

)
,

对 V T < co 真 ; 以 u) t

j
。 +

d ·
/。 (

。
)

一

V x , 对。 8 ;

向上凸
,

定义在
u
) O上 ; 并且

若 x( }
, 中 ;

, w , )
, ` = 1 , 2 ,

在相同的概率 空 间上满足 ( 1 ) (为简计
,

设 (。
,

了 )为标 准

可测空间 )
,

且 式
=

:x
· 烧万

凌现 没d 二 2 )
.

则对于 此
=
对或 姚

,

i “ 1 , 2 ,

有

尸 (
s u p { l、卜 , : l

: o ( : } = o ) = i

由 tI 。
公式

,

可得

( 1 1 )

证明

E }x卜
X

: }
2 二

斌
2 ( X “一 : )

·

(占( ￡
, X
:

, 口卜 , ( :
, X
:

, 。 )卜 }}。 (
` , X

;
, 。 )

一 `￡ , ·

至
, 口 ,̀

z

, d
s + E

夕:
“ 一 2`· `一里,二

二

;`
口。 `· “ , d , ,

2
,
·

+ 2 ( x

里
一 x

二)
· n二

; I。。 (
x

二) d ! , `

l
·

}

注意到 ( 2 )及假设
,

即得

E ,
X

卜
X

: ,
2

、 E

买
K (

`
) p ( ! x “一 x

,:
2

) d
` ·

因此
,

仿照〔 9 〕
,

即得证

( 1 2 )

尸 (
s u p }

x

{
一 x

: 卜 。 ) = i

0 ` t

由此及由 ( 1 )
,

即可得 ( n )对铆 也真
。

口

注意到〔 8 〕第 4 章定理 1
.

1对系统 ( 1 )仍真〔 5 , 吕〕故由定理 3 与 4 立即推出下 面 的定

理真
。

定理 5 在定理 3 与 4 的假设下
,

( 1 )存在一个按轨道 :唯一的强解 ; 亦即丑 (
x , , 甲 , )

满足 ( 1 )
,

它是按轨道唯一的
,

并且 (
x , , , , )为 了井适应

.

1 )的解还可以有下列的稳定性
。

系统 (

定理 6 设定理 4 的条件满足
,

且系数 b ( t , x )
,

a( , ,

x) 为非随机
,

并 且 关 于
x
为 连
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续
。

若还有0 0 0
,

并设

4
o

b (
: , 0 ) = a (

s ,
0 ) = 0 ,

V s ) 0
。

则 1) ( o ,

0) 是 ( 1 )关于初值 x 。 = o的一个按轨道唯一强解 ,

2 ) 若 x( 犷
。 , ,犷

。

)是 ( 1 )关于 x 。 = 。 了之
.

强 解 (由〔 5 〕或 〔 1的 及定 理 4 ,

与 Y
一

平

定理知强解必存在且按轨道唯一 )
,

并设在定理 4 之条件 2
。

中
,

以
:
) 二

: .

若再设
}b ( t , x ) I

“ 《 厂 ( t ) Ix l
“

( 13 )

其中
, 。、 ` ( , )

,

分
( : )`仗一 对 v 二一真

·

则

l i m 丑(
s u p l

二

了
。

I
“
) 二 o ,

分 , ) o ( 1 4 )
, 。

斗
。

l i m
, o

峥
o

刀 (
s u p l甲丁

。

1
2

) = o ,

V : ) 0

S ` t

( 15 )

证明 类似于 ( 1 2 )
,

有 ( 无 ( ` )性质与万 ( t )相仿 )

E S · p ` ,X J
。

,
2: ￡ ( : }镇 ( }X

。

,
2+

歹:“
:
,̀ E S· p `“·声

。

`
2 : 了簇 `

, ,̀
￡
)
·

“ 1

故由 G r o n w al l不等式
,

即得证 ( 1 4 )
.

由 ( 1 )及 ( 1 3 )
,

} , 才!
2

、 4 ( }
· 。

}
2 + }一 }

2 + ,

J:
` (

`
) }

· :

!
Z
d￡ + }
歹:

a (
` ,

二 ) `功
:

}
2

)

故由秧不等式
,

得到
: 当 亡镇 T < co

,

E s u p l甲
:

1
适

( k
:

( E
s u p } x :

1
2 + 】x

。

】
“

)
,

s ` t 占 ( t

其中 k
:

为依赖于 T 的常数
。

由此
,

运用 ( 1 4 )
,

便可推 出 ( 1 5 )
.

关于解的指数稳定性
,

我们还有下列定理
。

定理 了 在定理 6 条件下
,

若还有

5
“

Zx ·

乙( t , x
) + ! a ( t , x

)】}
“
( 一 k

工

! x !
“ ,

其中k
:

> o是常数
,

则

E }
x ,

1
“
( E }

x 。

}1
“ e x p ( 一 寿

, : )
,

分 t ) o
。

进一步
,

设。叨
,

则还有

E l切
t
l ( k

: e x p ( 一 几
3 : ) E l

x 。

}
“ ,

丫 t妻 。
,

其中k
: ,

k
。
> o为常数

.

证明 由设 5o 及 ( 12 )得
E ,

X , ,
2

簇 “ ,X
。

,
2 一 “ 1

{:
E ,

X :

!
Z
d`

由 ( 2 8 )得证 ( 1 6 )
。

取 夕。 。口
。

由 ( 2 5 )
,

又得

( I G )

( 1 7 )

( 18 )

八色儿户.如
E } x t

}
“
镇 E }

x 。

{
“ 一 儿

1

( E 卜
。

1
“ 一 k

;

: 、·
:

、
2
d 5 + “

{:
(·

、 一 , 。

,
·

d:
· + E , 。 ·

中广

五 l
x :

1
“
d s + E夕。 ·

切 r

故可得
一 : , 。 ·

、 才、 : !
X。

!
2 一 “ !

{:
E ,二 ,

Z
d了

( l牙 )
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现设 O叨
。

记氏> O为O至边界之最短距离
。

令 (设 O< 6
,

< 占
。

)

一 6
1

0
,

甲 t

1甲 , !
当甲 t铸 O ;

当华, = O
。

`己、lJ̀t

一ùO夕

则由 ( 19 )
,

可得

注意到
:

当。毛亡( T
,

,
, : 一 l 。

二
,

乃 l 甲 t l气万
一

乃 ! x 。 !
-

U 1

“ , , , ,̀
言

“ ,
X。

,
` ·

、

奇
E ,一 ,

’

(

哥}:
E ( ,二 ,

2 + , ,
·

` ,“
` ·

念
一

萝:
E 、̀ ·

`d`

1 +
一

哥
T

)一会于:
E` ,二 ,

2 · ,甲
·

, , d
￡

T
2

O
XE

1ǔ

,月ù
、̀
肠
`

lù八O
+S

J

d
、

、
声

S甲+
2

S
X

了.、

丑

由 ( 1 8 )
,

又得
:

当 o ( `蕊 T
,

E I
x , l

“
镇 E !

x 。

l
“ 一 k

l

炙

( 2 0 )
:

( 2 0 )
:

由 ( 2 0 )
,

与 ( 2 0 )
: ,

得
:

当0蕊 t提 T ,

E ` ,一 ,
2· ,甲 , , , 簇 (

` ·

试一 (会
十

一

幸)
“ I T

)
“ ’一 ’

“

一

(
1 ·

亩 )
“ 1

奋:
“ ` ,二 ,

“ + ,甲
·

, , d
`

故由 G r o n w a l l不等式
,

当。簇 :成 T
,

“ ` ,xt[
“ · ,。 , , (

+l[
一

护 G 一护
“ 1

小 ’礼 ’
“

…
p

{
一

(卜二
一

同
故当 T够大时

,

得到

“ ` ,州
2

… , ,成

+((z 渝
·

护咖
礼 ’

“

二 p

{
一

l(t
·

公
一

》
T

}
口

下列解的极限定理
,

可对 }叮
一 x , !

2

运用 I ot 公式
,

由 ( “ )及〔 ” 〕中引理 1 等证 明
。

定理 8 设 (对
,

可)满足

劣 t臼 ) d t + a
”

Lt
, x t , 。 ) 。 田 t + a 甲言 艺) 0(t,一?

= b

作 n

X o = 劣 0 6

及 ( 1 )中其它性质对 (对
,

衅)真

。 二 o , l , 2 , …又设 (记 x

:
= x ,等 )

( i ) 2 (
x 一 鲜)

·

( b ( t
, x , 。 ) 一 西( t

, 梦 , 。 ) ) + 2 {!a (玄
, x , 。 ) 一 a ( t , , , 。 ) !!

z

镇尸( t
, 。 )

·

}
x 一 夕1

“ ,

其中
, o续 F ( t

, 。 ) ,

买
F (:

, 。 ,` t <一 丫 T < OO

( 11) }b
”

( t
, x , 。 ) 一 b ( t

, x , 。 ) !
“ + 1}a

n

( t
, x , 。 ) 一 a ( t , x , 。 ) }1

2 ( F
n

( t , 。 )
,

恶
E

夕:
F

·

`: , 。 ,̀
! 一 ” ,

“ ) 。 ,

111) !!
a ft

( t , x , 。 ) }}
2《 G ( t

, 。 )
, , 二 0

,
1

,
2

,

…
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G ( t , 。 ) d￡< OO
,

V O ( T < OO ,

( i v ) l i m 刀 !
x

舍
一 x 。

.
` = o ,

打一 ) ` .

则 (记户
,

( t
, 。 ) = F ( :

, 。 ) + i )

l i m E 〔 e x p ( 一
月

. . 扣 创 .

`尸:
( : , 。 ) d: )

·

I二夕
一 二 , l

“
〕二 o

2 1 )

进一步
,

设 ( i )中
,

1 ·

” , ”

i i m 0 1 x t

】F ( r
, 。 ) !

一 x t】2 = 0 ,

成k
。 ,

则

V t ) 0
.

( 2 2 )
:

朴 . 一, 目

若还有

则

}b ( t
, x , 。 ) 一 b ( t

, 穿, 。 ) I成 k
。

l
x 一 夕 }

;

h m 引可
一 ; , }

’

=0
.

( 2 2 )
:

儿一 ) 口

〔 1 〕

〔 2 〕

〔 3 〕

〔 4 〕

〔 5 〕

〔 6 〕

〔 7 〕

〔 8 〕

〔 9 〕

〔 1 0〕
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