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`

滕成业 陈继文**

( 计算机科学系 )

摘 要

在联立方程中扰动项遵循第三类椭球等高分布时
,

导出了单
一

方程内生变量系数的工具

变量法 ( 那 )估计量的精确分布
。

关健词 椭球等高分布
,

工具变量法
,

带状多项式

合

1 引言

考虑一个有
n + 1 个内生变量

、

K个外生变量
、

具有 T个观测值的联立方程系统

YG + Z厂 = U ( 1 )

其中 Y : 二 ( “ 十 , )
为

二 十 1 个内生变量及其.T 个观测值 , 乙
、 :
为K 个外生变量及其 T个观测

值 , G 《。 , : ) 二 (。 + ; )
非奇异

,
厂; 、 `。 十 : )

分别为内生及外生变量的待估系数 ; U :
,

` ( 。 十 工)
为随

机扰动项
。

第一个结构方程为
:

, : = Y Z
口+ Z ,丫 + u ;

( 2 )

其中 Z :
为此方程所包含的 K ;

个外生变量的 T个观测值
,

Y = ( y ,
Y

Z

)
,

:
,

为第一个内生

变量的 T个观测值
,

夕
。 、 ,和丫` l , ,

为待估系数向量
, 。 ,

是 T x l 阶的于扰项
。

( 1 )式的简约式为
Y = Z H + V ( 3 )

其中 H 二 一 r G
一 ’ ,

V = U G
一 ’ .

在经济计量学中很重视对估计量精确分布的研究 〔’ 〕 .

关于联立方 程 参数估
一

计量精
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确分布的研究是从 R i c h a r d s o n 〔 2〕 ( r 9 6 s )
、

S a w a 〔 ` ,几

( 1 0 6 9 )开始的
,

在
: = 工时

,

他们将

几二
、
的密度函数表示为无穷级数

,

其工作都是在扰动项为正态 分 布 时 作 的
,

即 V ~

N
: , ” 十 ,

( 。
,

I④ X)
,

刃> 0
.

本 文设 定联立方程组在扰动项遵循第三类椭球高分布
,

即

v ~ L E
: , 。 + ,

(0
,
刃

,

川 ( 参见文〔4〕 ) 得出内生变量系数工具变量法 ( W ) 估计量的精

确分布
,

推扩了 p “ “ ’ `p s 〔 “ ’
( 1” “ “ )的竺果

·

2 一些有关的结果
、

本文的基础是广义非中心 W i s h a r t 分布
,

即定理 l 〔幻 .

这种广义非中心 W i s
h

a r t

分布是对第三类椭球等高分布族而言的
。

广义非中心W i s h ar t 分布的密度函数表达式用

到了带状多项式
,

有关内容参见文 〔 6 一 1 0 〕
.

定理 1 设 Z为 N x m 随机矩阵 ( N ) m )
,

它有密度函数

p d f ( Z )
=

( d e t艺)
一 N /2 9 〔一,艺

一 `
( Z 一 M )

尹
( Z 一 M )〕

其中 M 为N x m常数矩阵
,
艺。

、 。 > o
,

烈
·

)为一元实函数
。

令A = Z ` Z
,

称 A为广义非中

心W i s h a r t矩阵
.

如果 g (
·

)在 ( 一 oo
,

co )上有 T
a y l

o r
展式

,

则A有密度函数

p “ `A , =

尤巡
一 `d一` ,

一 “ `“ ·

(̀
· ` A ,

` “ 一 ’ 一 ` ’ ` 2·

柔
。

箭
·

” 、 2 ,

·

〔“ “
一 ` A + “ ,〕

·

旦
:
矛
洁

, c : “̀ ` 一 ’
A ,

.

` A> ” ,

几

一传 l— 】

、 2 1`

` 一
_

。 一 *
、 。 , , 、

一
,

一如
, , 、

~ * 一 ~
,

一~ 一
、

二
.

。 。
, , 、

~
, _ t, / N 、 ,

其中 ` 是不超过 m 份 的 k 的划分
,

习 表示对 k 的所有这些 划 分 求 和
,

r fn 【答 , 是
`

一
’

`

一
’

一
’

~
’

一
’

一
` ’ `

鱿

军 k
-

一 ”
一 ~

’

“ 一一
一 ` ’ 一 ` ”

`

” 、 2 ,
’
一

多元伽玛函数
,

C
:

(
.

)是带状多项式
,
甜二 艺

一 ` M 尹M 表示非中心参数
.

简记为
:

A~ G万 。 ( N
,

X , g ,
g )

.

引理 1 〔 7 ,
设 X

,
Y 为m x m对称阵

, `
为 k 的划分

,
几为 l 的划分

,

功为 厂= k + l的

划分
,

k
,

l ) o
, a ,

口为纯量
,

则

由

( i ) c 袱X + Y ) = 习
军 ’

A 〔价
e ` 。
浇) ( ; )

“
吞

, ` c

攀
’ “ `X

,
r ,

其中

( 11)

弓,理 2 〔 8 ,

哈
` =

C

基
,

久(
· X

,

C

二
,
又( `

, ` ) / c , (` )

“ Y )一 ““ , c

二
,
几( X

,
Y )

设 X
,

B是 m x 二阶对称阵
,

A为 m x m 阶矩阵
,

功
, ` ,

友同引理 1所设
,

则

「 。 `
,

又
, 」 , , 二 , 、 , 二 二 月 。 、 , , 二 , 、 。 ` 。

几
, 月 , ` 。 、

,
, , 、 ,

,
, , 、

j
。 ( , , ` 叻 、月

’

月
’

人月 直 , 。 , 气a月 ) “ ` 功
`

气丑
`

人 , 刀 )` 。叹衫 ) /`
:
吸 l ) 吸4 )

其中O (阴 )为m X 二阶
」l二交矩阵组成的正交群

,

(厅H )为O (
,。

)上的规格化H
a r r
测度

.

引理 3 〔 ” 〕
设 Y是 m X 二对称阵

,

f 是定义于 ( 0 ,

co )上实函数
,

且
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。 ·

知
·

) az 一六
,

一
十 “ , · >

一

字
一 , “ 为给定正整数

,

则有

I
: 卜 。 `( `

· X , ( d· , X ,一
`“ · ` ’ ` Z C

·

`X Y , “̀ X , 二

望}蕊;哥…
C
·

( Y , ` 5 ,

其中
`
为 k 的划分

,

( a)
`
是矩阵变元超越几何级数系数

。

3 工具变量法 ( W ) 估计量的精确分布

( 3 )式可写成
2 H

l l
H

1 2 、

( , ,
Y Z

)
= ( Z

,
2

2

) 【 )
+ ( v : V 。 )

、

H
: 1 H 2 2

’

( 6 )

,

H
1 I

H
, , 、

其中 Y = ( , I
y

,

)
,

z 二
( z , Z :

)
, , =

t
」

)
,

V 二
(
。 : V :

)
,

Z :

为第一个方程 ( Z )
、

H : 1
H

2 2 `

式未包含的 K :
个外生变量的T个观测值

,
K = K , + K : .

对模型 ( 1 ) 设定 ( a ) T ) K = K : 下 K Z ,
K : 》 n + 1 ,

( b ) H , :

( K : x :
)为列满秩

,

因而 ( 2 )式可识别 ,

(
e

) V一 L E
: , 。 + ,

( o
,

刃
,

夕)
,

且有密度函数

p d f ( V ) = ( d e t艺)
一 T 1 2夕〔t r

( Z
一 `V 尹V )〕

,

其中 刃> O
,

到
·

)是定义在 ( 一 co
,

co )上
,

有 T al or 展式
.

在此顺便提到 ( 1 )
、

( 2 )
、

( 6 ) 式系数之间有下述约束
:

: , = u , 一 V Z
口

, 丫 = H , t 一 H : 2
口

,

和 0 = H
Z , 一 H

2 2
口 ( 7 )

此外
,

为了叙述方便不失一般性
,

我们不妨假设外生变量满足正规条件 T
一 ’

Z ` Z 二 I
; ,

以H = ( Z l’ Z :
)作为估计 ( 2 ) 式中口

, 了的工具变量
,

其中 2 3
( T X K 3

) 为 z
:

的子矩 阵
,

凡 ) , + 1
.

则 口的工具变量 (万 )估计为

夕
; v == ( r 二2 3 2二r :

)
一 ` Y

Z
z 3 z二, ,

( 8 )

óT一一

、、.产现在令 , =

(
口 1一 口 1 2

、 l户、 .户产

QtJ八Ur
、, .J

了.
、

a Z ,
A

2 2

,二2
3
2二, , ,二2

0
2二y

:

y二2 3 2二, ;
y二z

:
z二Y

Z

A可以写成

口
, , = A及孟

a Z 、

A
=

(厂十 z’s )Y
,

(T
一

专 z’a y)
.

现令 才 = T 一 于 z

P d f

其中 M = E ( T 一 告

二Y
,

则平有密度函数

( VT ) = ( d e t Z )
一 兀 s / 2夕〔t r

(平 一 M ) Z
一 ’

( W 一 M )
尹〕

.

z 从Y )
, g (

·

)是 由夕(
·

)导出的实函数
.

于是 A = 平 , W
,

由定理 l 知 A~ G平
。 十 :

( K 。 ,
刃

,
夕

,

g )
,

且有密度函数
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p d f ( A )
一 星型起:

-

住( d e t : )

一 I 人八
、

1
一, 二 ,

I 一 I
`

” 、 2 ,

一 了 s /2
(迁

e t A ) “
3一 ” 一 ” `“

·

氯箭
。 ` ’ “ ’ 〔`· ’̀ 一 ` A + “ ,〕

’

爷
1

(簇
3

)
` C

:
(幼艺

一 ’
A )

。

A> 0 ( 1 1)

其中幻 = 刃
一 ` M尹 M

。

由于 2
3

是 Z
:

的子矩阵
,

可设 2 3 = 2 2 5
,

则

M =

(E T 一

于 z 二助
= T

一

告 武

一 : 令 ( 0 5 /
)刀

= : 于 s ,
( H :

z汀 = T
一

于 s , z二( z
:

z :
)刀

刀
2:

) = T 于 s `刀 2 2

(口 I
。

)
.

最后一等式根据约束条件 ( 6 ) 得 出
.

则

_ _
,

_
. _ _ . _ _ _

,

_ _
,

, 夕
, 、 _ , _ _ ,

_
,

_ _ 、 _ _ , ,

占沙之
一 `

A = 么
一 `

似
`

似 么
一 `

A 二 I 么
一 `

吸
_

刃 11 2 : 万万
,

1 1 2 2
L汀

`

1 。
)石

`

A
。

、 1
” ,

李

令 p 二 T ` 一

({;)
H`

2 “ “ , H 2 2 “̀ `· , , 一

而 刀二
: 5 5 ,刀

2 2

为
, x : 正定阵

,

故 刀几5 5 `刀 2。 =

货么货
2 2 ,

其中 H
2 2

为
n 又 n

非奇矩阵
,

令

口 =
分

2 2

(口 ,
,:

) :
一

冲
一

专
.

P 二 Q尹Q

( 1 2 )

则

Q 为
: x

(
: + l) 行满秩矩阵

.

令 口 = ( 8 刁)
,

其中 0 为
n x i

,
乙为

: x n .

则 g 刃
一 ` A = (:: )

`“ ” , ` 的非

~
, 二一 ~ 一

, 。 J 、 J

/ 8 , \
。 。 J `

~
J二 一 ~

令符他恨 l司沙 刃 点 吸
_

I 网非令符位很
。

、
刁

, ,

奋

又令 占= tr g
.

则 p d f ( A )

甲

万兀 s ( ” + 1 ) /
2

, 泊 K
,

、
1 . 二 , I f

— 生 I
` · ’ `

、 , 2 1

一

d e t刃
一 K: ` Zd e t A

( K s一 ” 一 2 ) /“

·

鑫
。

六
。 `“ “ ’ 〔` r “̀

一 ’ A ’ + l

了龚
乞、

、 2 1

“ , A

(毖)〕 A> 0

`
布

我们作变换 。 二 a , 、 一 a , Z
A封 a Z : , ; = 月点 ’ a Z , ,

A
Z: == A 2 2 ,

由 ( 12 )可知
了
就是口

, v .

这变换 的 J a e o b i行列式是 1J l == d e t A: : ,

则

t r
(刃

一 ` A ) = a ` ’ . + t r 〔a ` ’ r , 矛 + : a ` 2 + 口 2 ` ; 尹 + 万2 2
) A : z〕 常
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1
1卜动均精确分布 2了

。 , , 。 , 、 J

l 口, \ 、 , 产 。 。 ,
.

,

二
。 , 、 J , , ,

.

。 , 、 、

` 又以 a 习 ) 月 吸
_

) ! = t 砧仁田口口
’

+ L己 + 口” ) 且 : : 气自
’

+ ’万
’

) J
、
』尹 , `

.

、、,产

其中

于是

艺
一 1 =

(
a 1 1 a 1 2

a 2 1 刃
2 2

p d f (。
, : ,

月
2 :

) =
万厂 s ( ” + z ) /2

, r K
。

、
1 ” + ,

、丁
一

)

( d e t艺)
一 了 3

/
2 · 。 ` 兀。 一 ’ `一 2 ’ /

2

( d e t A
o Z

)
`兀。 一 ” ’ /

2

户 g
。 尺 l

1 ` “ k ’ 谧占+ a ` ’ 。 + t r〔 ( a ` ’ , 1 尹 + , a ’ 2 + a Z ’ , /
一

卜刃 2 2

)刃
2: 〕 }

.
习护

寺
.

习
『

C `
(。 口8矛 + (乙+ 日1 夕

) A
: :

(刁
尸 + , 8了 ) ) ( 1 3 )

再作变换 。 = 。 , : = : ,

B 二 ( a ” , , , + ,口盆2 + 口 , ’ , , + X 1 2
)
` 12A

Z:
( a ” , , 产 + , a ’ 2 + 口 2` , 户 + 刃2 2

)
’ /2

其变换的 J ac
o

ib 行列式为

}J l = d e t ( a ” r , , + : a ’ 2 + a 忿 , : , + 刃2 2
)
一 `” + ` ’ /

, ,

则

P d f (口
, 1 ,

B ) 二
万 只 a ( ” + 1 ) l么

r一 (毛
一

)

·

( d e t l )
一了: / Zd e t ( a ` ’ : ; 尹 + r a ’ “ + a Z ’ ,

4

` + 万 , 2
)
一 `片 3 ` ” / 2

一

( d e t B )
`尺 。一 ” , / 2 一。 ` 兀 3一 ” 一 2 ’ 12 -

习
1

几
少。 k !

。 ( ’ ; ) 〔· ”

二 己· ` r ” 〕
·

粤r : : 、
、 艺 I K

合

.

e
`
〔。 。。 , + (乙+ 。: ,

) ( 。 “ , , ` + : a ` 2 + 。 2 , , , + :
, 2

) 一 令刀 (。
, , , ; , + , a , , +

+ 。 , ` , ` + :
2 2

) 一 令
.

(乙 + 。 , `
)勺

.

为了简化表达式
,

引入下述记号

C
’

=

万 K s ( ” + 1 ) / 2

r 一 (
一

履
3 一

)
d e t艺

一 K 。 / 2

E = o e ,

则

尸 (
,

) = (』 + o r `
) ( a “ : 尸 + , a , , + 。 , ` , ` + : 2 2

) 一 专

丹。 ( t r B
, 。 ) = o ` Z k ,

( a , ’ 山 + 占+ t , B )

p d f (。
, : ,

B ) = C
·

d e t ( a ” : , I + l a ` 2 + a Z , r 产 + 2 2 2
)
一 ` 凡 3 + ” / 2

二
` 兀 3一 “ 一 2 ’ ` , ·

悬习
“ . 棺

1

r逻其、
、 2 1

( K s一 ) /2 。

卜
稼
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·

h ; ( t r B
, 。 ) C :

(。 E + F (
:

) B F (
r

)
广

)

由引理 1之 ( i) 知

C
:

(功 E + F (
:

) B F (
,

)
尹

) = 习
: ,
丸(

, 。了

.

* ,
( {)

“
二

! ` c
二

’

“ F`· , B F`· ,
, ,

( 1 6 )

山 E )
,

其中 k 二 : + l
, :

) O
,

l ) 0
, 丁为

S 的划分
,
又为 l的划分

。

这样 ( 1 6 )式变为

p d f (口
, r ,

B ) == C
一

d e t ( a ’ ` : , , + l a ` 2 + a Z` , ` + 2 2 2
)
一 ` 兀 3+ ` ’ /2 一。 ` 兀 3一 ” 一 “ ’ / 2

·

氯冬
:

系
; 。 :

_

; ,
一

飞了兮丫 ( {)
”
:

`
又̀ * `才· B

, 。 , d· , , “
a一 ” ) / 2

一

、 2 1 `

·

e
二

·

又(: (
· )。 r (

·
)

, , 。 E )
( 1 7 )

、

, , ,
”

, 、 ” 、

「
, , 。 、 . 。 ` r _ ” 、 , ,

。 丫
。

久
,

,
, 、 ” ,

, 、 ,
。

、 , , 。 、

记 f ( F ( , )
,

E ) 二 甩 入为( t r B
, 。 ) d e t B

` K 。一 ” ’ / ` C二
’ “

( F (
,

)刀F (
:

)
` , 。 E ) ( d B )

.

J 。 一

。 ”

”

“
、 , ·

对任一 H o O (
:

)
.

; !
;

利用 (汀B ) 二 ( d H
产刀H )

,

有

r ( ; (
:

)二
, ,

: ) 二 「*。 ( , , 。 , 。 ) d e t。 ( : 。一 ) / : 。二
,
几( ; (

:
)。

, 。二 : (
:

)
, ,

一

。 : ) ( J : )
J 刀> 。 介

令

丁
, ,

,
r r , n r 二

_

、 , ,
, , , , n r , 、 ` : _ 。 、 , , , r

。

久
,

,
, 、 , , , 。 , ,

”
, 、 ,

”
、 , , , , , 。 , , 、

n 掩气不 T n
’

。月 , or ) Q e t L月
’

刀月 )
’

“ 3
’ 一 ’ ` 一

` 一 气厂 气犷 )月
`

。月 厂 叹7 )
’

s 田 。 ) L a月
`

。 口 )
11 1 刀衬 ) 0

= f ( F (
:

)
,

E )
。

于是对 厂( F (
,

)
,

E ) 在 O (的 上平均
,

并利用引理 1
,

就有

“ F `· ,
,

E , =

J
。 (。 ) “ F`· ,

,

E , “̀ H , ·

!
。 (。 , “ F `· , H , ,

E , “̀ H ,

=

歹
。 `” ,

l
。 :刃 ” , `犷· B

, · , d· `” (

一
e
蕊

, ` ( F (
·

)二
了刀二 r (

·
)

, , 。 二 ) ( J 。 ) ( 、。 )

引譬
`

上
) 。 。` (艺

· ;
, · ) d一“ `

一叉
( 。 , 一`

:
, “ `F `· , H , ” H F `· ,

, ,
E ,`“ H ,“ , , 心

引理 Z e
二

,
义( F (

,
) F (

:
)

, ,
: )。 ,

C
:

( I )

.

f
n _ 。

。。 ( , ,丑
, 。 ) d e t ; ( ` 。一 ) / Z
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