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关于单纯同伦算法的数值实施

陈泽鹏
(计算机科学系 )

摘 共

·

单纯同伦算法是寻求欧氏空间中集值映射的 K “ k` at “ i不动点的方法
·

本 文 主要 是 对

E a v e s一 S ai g a l 方法的数值实施进行讨论
,

并提出了实现这个方法的有效算法
。

关 . 祠 集值映射
,

单纯部分
,

标号矩阵

`

采用向量标号法计算上半连续集值映射 F :

尹` (P 砂 )的不动点问 题
,

复开始算法和卫
。命e s 一 S 。馆 a1 的单纯同伦算法

,

都是较为成功的有效方法
.

某个特殊的初始单纯形出发
,

一

再利用 G a u s s 一

oJ
r d兹垫初等矩阵

,

形的取主转移运算
,

4

使算法实现非常方便
。

M e r r
川的重

本 文 提 出从

就能简 单 地实现单纯

本文的记号同文〔 l 〕
,

我们将集中讨论单纯同伦算法
,

先简单回顾一下 E a
ve

s 一 S ia g al

的算法过程
。

我们的目的是计算上半连续集值映射几 R
一 p ( R

”

)的不动点
.

取 T为 ( 0 , 1〕 x R”
的一

个渐细单纯剖分
,

使得 T , c u ;
一 。

{
2一 }

x R一记 p :
(。

, 1〕 x R
一R

·

为投射
, , ( ,

, X ) 二劣
,

设端合条件
:
对于每个单纯形。 T

,

有非负整数m使得
。 二 ( 2一 ` , · ` ) , : 一 , ) 、 *

。 ,

而 只

要 a 仁 ( 2 一 `爪 + ` ’ , 2 一 m )
x R” ,

就有
a
的投影直径 d i a 二 , a

( 训下人2 一 价 ,

这里人> o预先取定
。

例如
,

若用同丫字母 h记由 h( ` , ` ) 一 (`
,

无` )确定的伸缩映射 :h ( o , 1 〕 “ 五”
叶 ( 0

,

1〕 ` R性
,

则

按 盯
3 = h{ (的 !昨几 }

.

飞 _

定义的八J
3

单纯剖分
,

就是 (。
, 1〕 x R ”

的符合上述要求的渐细单纯剖分
.

取定一点。 R ” ,

使 ( 1 , `
)位于

: 十 1维渐细单纯剖分 T的位于 { 1 } x R
”
的一个汽谁界面内

部
。

定义功
:

( O , 1〕 x 砂、 R
”
如下

:

设 ( t
,

x)
o
OT 是渐细单纯剖 分T 的一个 顶 点

,

则拭 1
,

x)

二 ` ; 拭 t,x )妞 ( x)
, : < 1

.

然后
,

分片线性地扩张到 T 的每个单纯形的闭 包 上
.

我 们 称
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一一甲一一一一一一一`一一 , , 一~ 一 , 一一- 一一一川” 一一叫` 一一尹一
一 一

一
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劝:
( 0

,
1〕 x R

”
, R

”

为集值映射凡 R
”
一尸 (渺 )关午单纯剖分 T的一个单纯逼近

。

定义 向量标号法 l
:

( o , 1〕 x R
”

, R”
如下

:
l( t

,

x) = 功(才
,

x) 一 x 。

称 ( t ,

x) 为价的一个 不

动点
,

若功( t
,

x) = x , 称 ( t, x) 为 l的一个零点
,

若 l( t
,

x)
二 O

。

显然
,

l的零点即为价的不 动

点
。

设 : = <y
。 ,

夕` ,

一
, 刀”

>。 T
” ,

定义
T
的标号矩阵为

.

、、,尹1
· , ·

… l

l ( g “
) … l (夕

”

)

了̀、
一一

r
L

如果方程

气 W 二 I, W》 0, 、

有解
,

则 :
为 T 的一个完备界面

.

称昨 T为完备单纯形
,

如果它有一个完备界面
。

可以 证

明
,

每个完备单纯形都正好有两个完备界面
〔’ 二

。

引理 1 〔` 〕 ( 1
, 。

)所在的作维界面几是 T 的位于 { 1 } x R
”

的唯一完备界面
。

以 T 中完备单纯形为节点
,

两个节点是连接的
,

如果它们有公共的完备界面
,

得 到

线图 r
.

图 r 中节点 a 的度数 # ( a) 定义为 r 中与 a 连接的节点数目
.

定理 1 川 设口
。 T为节点

,

则当 a有一个完备 界 面 在 笼1 } x R”
时

, # (的 = 1 ,

否 则

# ( a ) 二 2
。

单纯同伦算法正是从 T 中以 : 。

为界面的单纯形口 :
出发分 沿图 r 走下去

,

直至得到满足

所要求精度的不动点或零点为止
.

·

在算法的每一步
,

面对的是
11 + 1阶方阵M ’ L 、二 一: ,

其中
` 二 一 :是 a 二 一 :

与 ` 。 的公共 几

乎完备界面
.

由几乎完备界面的定义知方程M平
” I

,

W > 。有解
.

记 , `

为 a 二 的 不 属 于

: 二 一 :
的顶

J

。
,

贝。现在要把
( l ( y 十 )

弓,入“ ,

从而必须计 算M 一

(
1

l ( g 十

) )
,

·

再用所

得向量中的正元素除W = M
一 `
的相应行

,

设除得的各行中字典式最小者为 第 ,P行
,

则 用

姿 取代万中的第 P列
,

得到新的基矩阵M及新的完备界面 了二
。

以瑟
一 `
的首行 元

_

l (夕
十

)
)

素为系数
, : 。 顶点的凸组合给出分片线性映功的一个不动点 y k

.

若沙 = (P 沪 )与尸(砂 ) 的

距离足够小
,

则沙就为所求的数值不动点
。

因此
,

每一步的计算
,

求M
一 ’就成为关键 的

一环
。

利用下面的结论
,

使我们一开始就能直接写出M的逆阵M
一 ` ,

并且在以后每一步 取

主转移运算中
,

利用初等矩阵的性质
,

很容易从原矩阵的逆过渡到新的基矩阵的逆
,

并
,

且由于采用初等矩阵
,

使计算过程大为简化
。

引理 2

`

、
.

|

|1
1|sez

`

一1
\\

1\\一\

11\一

一ù-A
付火

、̀、...刀.了了

1

\

1

1

\ :

\ 1

d.上

弃了夕..f恤、、

一一A若
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卜....万口

日

1… 1、...产

W一

1.CùW0
1一

C

一一A若引理 3
二 二

(
、 W

· , .

W

、恤...了OI

一

lC矛.t.、

且W
一 `巳知

,

则 A
一 ` = W

一 `

弓,理 2是显” 的 , 弓,:
3可由

(
1 0

讼 一 I补
一砰直` “ 证

’

设矩阵万 ,

P 。 ; ·

“户
。

)
,

又设犷
, ” 尸丫

” 尸
必 而刃是把M的第`列尸` 为尸丽成甲

矩阵
,

即
今左

尸 1 ” -

上

I
一 x 工k / x l`

1l

\

1 / x z“

口

陀kxl …xI…

才下
.|一/

一l\
卜芜 . k

一 x ” k / x l k

产夕,̀..屯̀、、

一一尸PM

初等矩阵 EI 通常简记为

E` =

(
`: 一 “ 益/ X `“ 一

卜
八`

xl/
; , ,

一
` “ xt/

;

泛
·

R̀飞
口

`
l尤
气

了厂

梢侣几
月

引理 4 设M
,

刃
,

IE 如上设
,

则刀
一 ’ 二 IE M

一 ` 。

事实上
,

由

M
一 `

刃
= M

一 ’ (尸
, …尸k’’

·

凡 ) = (
。 :

… M
一 ’

凡 … e 。 )

E IM
一 `
刃 = E l ( 。

: … M
一 ` p * … e 。

) = I

故 刃
一 ’ = EI M

一 ’ 。

回到我们的算法
,

一开始
,

在魂1} x R”
上取导

纯形

、 2护

电、 ,.口月.尹厅才...龟、

,

、、,.口
矛,土,1…

ù

U
口

口了...、、

,

、、、...弃了门工n
à··。八U了了,..飞、

一({)
,

(
或 : 。 -

则

W
.

二

哟
,

(
一

}) (
立

})
, ~

协 !

l){
;

斗
口口夕..、

ltW

故W的逆可直接写出来
。

进一步
,

取
`
为 0T 的重心坐标

,

由于M的首行元素都为 1 ,

故易知M
一 `

的第一列必为

r生
,

…
,

~

共丫
.

而M
一 `

除第一列外都与 w
一 `对应的列差一个符号

,

这样
,

不 经 计 算
、 n + 1

’

n + 11
-

即可直接写出M
。
的逆矩阵为

:
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l
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l

…
,声/

苦

、

\一

、\ \\
\\

\\

一

1

刀 + l

l

刀 + 1

1

1未+ 1

产/厂
l

eelsssseeee
l
wessseeer

!t
l
.

、、

一一
ù0

M

从巳知 的M J
`

出发
,

利用 引理 4 ,

我们就能很容易的实现每一步的单纯形取主转 移
.

实例 计算集值映射:FR
Z
一

(PR
2

)的不动点
,

: (二 ) 二

}
二 +

【
2 0

!丫
3

)
一 、

) {
,

【 、 0 1 2 、 、 1 / 3 1 1 )

f生
也就是 万“ 1 ,

` 2

”
l

`
一 劣 l

l

3 )
如图 1 取

一 < 厂
,

`
,

· > 二 <

(i)
,

(i)
,

(})
>

·

.

.、...口了八O的」
夕

/才产/,曰11声.... .,、

一一C

_ _
2 1 、

二
_ _

_ _ _ _ _

_
_

易见 I , .位于 J
’

在弋1 } x R乙

的 2维界面 ( I
,

J
,

K )
。

\ ` I

民民下下

/ 1

M
。 =

(
。

:
, 。

--l
, 。

{
:

)
二

}量
、 3

一 1 /3

1 / 3

1

一 1 / 3

一 2 / 3

一 l / 3 1 0

1 / 3 一 1 1

1 /3 0 一 1 )
了矛...厄、、

=
ù0

M

从 M
。
开始执行基础算法

,

计算过程见下表 ( 有关符号同文 〔1〕 )

K M
- !

二

{六
·

)

)
M一

(
(

;
·

l / 3

1 /3

1 / 3

1 / 2

5八 2

1 / 1 2

1 0

0 一 1 /

3 / 2 0
、

一 3 / 4 1

一 3 / 4 一 I
J

一 2/ 3

一 1 / 6

2 / 3

一 l / 6

1厂2

1 / 2

3 / 4

3 / 8

,
’

{ 书
_ _

y

i /2

( l
,

3 / 2 , l / 4

2 / 3

5 / 9

2 / 9

K ( 3
.

4 / 3一 2

, 一 3 / 4 )

.

8 / 3 )JK
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理
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9一28

、

1
.尹ZQJDQ

`
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l1.JZ

2

1 1 / 1 8 1 / 2 一 4 / 3

1 / 4 3 / 4 3

2 / 9 一 2 5 / 3

州
2

,

器
, 一

黔
,

溢
,曰曰

、
B
ō

了日C

4 3 / 6 3 一

1 1 /5 6 6 9

1 / 8 4 一

1 3 4 9

1 6 3 8

5 5

8 1 9

8

厂 1

{
·

1/ 3

丫 1 / 3

子 J l /6

3 /4

2 8 /9

1 0 /2 1

3 9 / 2 8

1 / 4 2 {

1 / 3

1八 4

4 3 /3 0

1 1 /了 8

l / 2

ū J户D弓白
了/ù勺了z

夕

1上
.

2
夕,J

产了

l
、

nj

1 3 5

1 8 2

1 1 5

2 7 3

4 7

5 4 6

一 1 0 / 2 1

,

3 3 / 1 4

1 / 7

3 3 2

2 7 3

2 2 0

2 7 3

5 0

2 7 3

Q
/

了r

4 B

、、....̀jlesz、
`

1
|
.

l
es

||
z/

{二
\ 1 6 3 8

C

0邝邝邝n口比几认八
.

日
龟ó=

上表中例如 M O-
` 二

1

一 1 1

根据 引理 4 , 万 -l
` = 五

。
付-0

`

0 一 1

/ 2 3 2/

八 2 一 3 / 4

八 2 一 3 / 4

)
, E 。 ·

(
_

:…) : ))
{

1

)
·

g
了.、

提用” 一

(
1

、

)

)
的正元素除” 一的

。 对应元素所得的结果
·

上例经过 4 步的转轴运算
,

就能求出数值不动点
.

已离开了` = 1人为层
,

进入下一层 : ,

冬
艺

继续做下去
,
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