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正态总体样本协差阵正定性一新证明

谢平 民 陈图豪
( 数学系 )

搞 要

减
、

正态总体样本协差阵概率 1 正定的充要条件是总体样本容量大于总体维数 〔 ’ 〕 。

木文从

一个关于工
J 一

零测集的引理出发
,

对这一问题给出一个较之简洁清晰的新证明
.

关健词

引理

样本协差阵正定性

记 夕 = (刀
, , , … , 岁夕 : , … , 夕工尹 , … , , 尸 p )

,

h (万 )
=

夕 1 1
’ ` ·

夕二P

: \ : H = {刀
: 人(夕 ) = 0 }
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`

夕p尸

则 H是 ( R排
,

多那 )上的 L
一

零测集
.

证 显然 h( ij) 是 ( R川
,

毋娜 )上的可测函效
,

因而 H是 ( R川
,

多川 )上的可测 集
。

往记

H是 L
一

零测集
.

当P = 1时
,

显然 H是 (R
,

J )上的 L
一

零测集
.

设当 P 二 k时命题成立
,

而当

p = 掩+ 1时
,

则因H 的 L
一

测度可分解为

扭 !
。 “ , 一}、:

; , 一 。 } 。二 “ , +

!
、 :

工:
, 。 ; 。二 ` , ,

其中Y s :
是 h (夕 )中夕 s: 的代数余子式 ( j = 1 , … ,

P )
.

但是 { Y
, , = o }作为 ( R ` 2 ,

多秃2

)上的子集
,

按归纳法的假设
,

它是 L
一

零测集
,

因而右端第一项积分为零
。

另方面
,

当Y
: ,
子 。时

,

单

点集上的积分

`
月占

.

.合y
J
JI

了.,.甘

从而依富比尼定理
,

定理 设省
` ”

p d , : : = 0
,

= 一习 Y j ,夕 j
:

/ Y
, ,

}
j

. 2

第二项积分也为零
。

引理得证
。

…
,

省
` N ’
是 N武产,

X) 的样本
,

其中产
,
X> 口都是未知的

。

记

`
·

贵粼
“ `”

S = 习 (专
` j , 一若) ( 七

` j , 一 右)
尹 ,

j
一 1

奋
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则 S概率 1 正定的充要条件是 N > p
。

证明 取正交变换把 S化为

s = 习 刀` i , , ` i , 尹 ,

i 一 1

其中 , ` , , , … , 。 ` “ 一 ` ,
独立同分布N , (口

,
X )

.

记

B = (刃“ ’ ,

…
, 刀` N 一 ” )

则 S = B B / ,

且丫kS
二 丫h .B

设所考虑的概率空间为 ( g
,

多
,
P )

.

若N > p
,

则N 一 1 ) P
.

因为增加 B的列 不 会减少 B

的秩
,

故只须考虑N 一 1 = P的情形
.

此时有

S = 习刀
` i ’ 刀` i ) 尸 = B B , ,

其巾 B是 p x p阵
.

由于 B的行列式值 IB I是 ( g
,

了
,
P )上的可测 函数

,

因而笼。
:
IB (。 ) !

= o }

是 (。
,

了
,

p )上的可测集
.

另方面
,

若记叮= (刀川
尹 ,

…
, ” `夕 , `

)
,

则

{ IB ! 二 0 } = {刀
。
H }

并注意到 H是 ( R那
,

多那 )上的L
一

零测集
,

即得

务

: { !B ! 一 。卜 : { : ·
H } =

上
, ( ; )“ , == 。

.

其中厂(妇是刀川
, … , 刀` )P 的联合分布密度

.

由此可得

P {了kB = P } 二 P { IB !子 0 }

= 1 一 P {】B 】= 0 } = 1
.

充分性得证
。

必要性从略
.

参 考 文 献

〔 1〕 D y k s t r a
.

R
.

L
. ,

A 。 ,
.

M a r h
.

S t a r i s t
. ,

4 1 ( 1 9 7 0 )
,

2 1 5 3一 2 1 54
.

〔 2〕 张尧庭
、

方开泰
,

多元统计分析引论
,

科学出版社
,

1 9 82
.

A N e w P r 0 O f o f t h e P O S i t iV e D e f i n i t C n e S S

o n t h e S a m P l e C o
va

r i a n e e M a t r i x

X i e P i刀 g 胡 i n C无e n T u ha o

A b s t r a C t

W e g iv e a n e w p r o o f o f t h
e p o s i t i v e d e f i n i t e n e s s o n t h e e o v a r i a e e m a t r i x o f

t h e s a m P l e f r o m

t h e o r i g i n a l

K e y w o r d s

o n e -

t h e n o r m a l P o p u l a t i o n
.

T h i s P r o o f 15 s i m P l e r a n d e l e a r e r t h a n

义 i v e n i n 〔1〕
.

s a m P l e e o v a r i a n e e m a t r i x P o s i t i v e d e f i n i t e n e s s 由


