
中山大学学报 ( 自然科学版 )

第 28
一

卷

第 l期
,

1 9 8 9年

A C T A S C I E N T I A R U M N A T U R A L I U M

U N I V E R S IT A T I S S U N Y A T S E N I

V o l
.

2 8

沁
.

1 ( 19 8 9 )

在钢模内薄壁钢管弹塑性极限载荷的计算

郭金基
( 中山 大学力学系 )

郭勉群 哀树森
( 广州荔湾钢管厂 )

摘 要

研究在轴向压力
、

内压力
、

挤压力和摩擦力作用下钢模内薄壁钢管弹
、

塑性变形和 内

力
,

计算钢管弹
、

塑性极限载荷
,

并讨论钢管和钢模间摩擦系数对极限载荷的影响
。

最后给

出算例
.

关健饲 薄壁钢管
,

弹
、

塑性极限载荷
,

塑性全量理论

本文研究薄壁钢管在钢模 内挤压
、

冷拉塑性成型三通管为背景的前期阶段弹
、

塑性

变形和内力
。

如图 1所示
,

钢管除受轴向压力
、

内压力作用外
,

还受钢模的挤压力和钢

模与钢管之间轴向摩擦力作用
.

钢模和钢管弹性变形的计算公式

钢模看作厚壁圆筒
,

它和薄壁钢管均属于三维轴对称变形问题
。

选取柱坐标丫
、 。 、 z ;

Z
轴与筒 ( 管 ) 轴线重合 ( 见图 1 )

,

并作如下假定
:
设圆筒和钢管很长

,

在轴对称 载

荷作用下
,

它们的整个截面轴向应变相同
,

即 ez 二 勺
。 , 应力在两端满足圣维南 边 界 条

件
,

即

今朴̀
2

其中 P
工、

p
:

分别为钢管和钢模的轴向合力
;

应变与位移的几何方程为

二
d s

S
, ,

又分别为截面积
.

d u

￡r == 丁
一 , E o = u / ? , E之 = 巴: o

U T

其中
:
为径向位移

。
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忽略体力并假设剪应变价
二 二 o的厚壁圆筒

,

在 内压力 q
Z

和轴向合力几作用 下 ( 见图

2 )
,

文 〔1〕求得弹性的径向
、

切向及轴向应力
,

依次记为外
2 , a 决及 J 2z

.

再由广 义 虎

克定律
,

将应力与应变关系式代入 ( 2 )式
,

并将az
Z

代入 ( l) 式积分
,

整理后可得

uzE
Z

=t/
、

2

全诊(
1 +

一

或
一

)
q Z - 公2西2

c Z 一乙2

, , 2 、
『 , ` t _

吸 1 - 一 , 刀q
Z 一 V Z a ,

、 T 一 , ` 2
( 3 )

式中b,
`
分别为厚 壁圆筒内

、

外径 , 凡为杨氏模量 , 夕 2

为泊松比
, “ 几

薄壁钢管在内压力 q : 、

挤压力 q : 及轴向力 P
,

同时作用下 ( 见图 3

忽略高一级小量后
,

其弹性解为
:

一 p Z
/“ (

c 么 一 b ,
)

.

,

设价壁 很薄
,

夕

一

令
图 3

二 一 q , + (
a
/ t ) p (口

, 一 q Z

)
=

(
a
/ t ) (口

工一 口:

) + (口
, 一 2口2

) 一 (
a

川 p (口
、 一 口:

)

,孟,走
r口é

叮a

6 二 ; “ 夕诬〔(
“ / t ) ( q

, 一 q
。

) 一 2 q 2〕 + E
; “ 二 : 。 “ 一 p

二

/ 2` a t

E
, u ,

/
r =

(
a
/ t ) (叮

, 一 夕:

) + (叮
, 一 2口:

) 一 (
a
/ z ) p (口

: 一 口2

)

一 , ; 〔 一 q
, + a

/ t p ( q : 一 叮2

)〕 一
v l a 二 :

( 4 )

\ |||l

:
/

其中p = (r 一 a) a/
, t 二 b 一 a , 。毛 p镇 t /勺

。 ,

b分别为钢管内
、

外径 , E
,

为钢管杨氏模量
,

, ,

为泊松比
。

时5)6)同((设钢模与钢管紧密接触
,

在
: = b ( p

=
t/ a) 处必须 满足应力和位移的连续条件

,

钢管内壁及钢模外壁应满足应力边界条件
,

归结为

当 T = T (户 = o )时
, a r ,

当 : 二 乙( p
二 t /

a
)时

,

二 一 。 , , 当 : = b ( p
= t /

a
) 11寸

, 口 r , = 一 q Z = a r Z

u 盆 = u Z

将 ( 3 )
,

( 4 )式代入 ( 6 )式化简后得到
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尸 :

2万口 t

一

瓷示气书八抓笋
一 `
一 )

1’[
.

E
十ql

Q-
t1E产..、

一一月自q

v
,

.

b
Z + c 2

1
十

瓦
十

叔再 bz) J
( 7 )

若设钢模与钢管之间摩擦力均匀分布 , 作用于钢管与钢模的轴向外载荷分别 为尸及

p气 由平衡条件
一

可得作用于它们的轴向合力分别为

p
, 二 p 一 ` a Z。 ; 一 召(

二 6L )。
: ,

p Z 二 p . + 拼(二乙L )。
2

( s )

其中 L为钢管 (模 )接触长度 ; 召为钢模与钢管之间的静摩擦系数
,

容后讨论
.

把 ( 8) 式代入 ( 7 )式可得

v 一P

2汀 o t f 二一 q l

乙乙

_ 互
~

l 业理
_

E : 万 (
c Z 一 b

Z

)
十q

a艺

q Z 二
-

一 一万 -
-

- - -

一
了, 一 云

一

2飞玄 万二豆亏一
~
一

-
-

一一万 三一 。
_ _ -

一

、

`补
`
一 , 十

却
2 +

裁冷斗 {
+

哪 L会
, +

威少
一 。 ) 」

( 9 )

2 薄脸钢管的弹
、

塑性极限截荷

薄壁钢管的加载有多种方式
,

本文讨论较普遍使用的一种
: q :
给出某一高压 值

,

轴

向载荷 P 由给定的初值逐渐增加使钢管的内壁应力从弹性状态达到屈服条件
,

此时的 轴

向载荷称为弹性极限载荷
,

记为 P
。 。

假设薄壁钢管为理想塑性材料 〔下同 )
,

现在分别采用 M i s e s和 T
r e s c a 屈服条件 计

算 p
。 .

依据文 〔2〕
、

〔3〕M i s e s屈服条件为

( 。
! 一 。 ) aa/

一 2 /
价

十 ;

乙 ( 1 0 )

其中口 :

为材料屈服极限
; 热 , =

( a2
: 一 a : 一几 ) /,(

a * 一 a 3

)称为 L o
de 参数

, 一 1镇肠 ( + 1 可

由实验确定
。

由 ( 4 )式易见
,

钢咨处于三向应力状态
,

内壁应力为最大
。

其主应力依 次 为
: 口 : 二

仰
诬 ,

处 = ar
, ,

仇 = 矢
, ,

由 ( 4 )式令p = 0(
` = 。

)而求得
.

将它们代入 ( 10 )式
,

再利 用

( 8 )
,

( 9 )式消去口
2

可得到

B 。 ; , 1

A
。 2兀 a t )

p 。 = ,
_

`
一

八
、 , : a :

(二· ,
卜

/ 一夕
` 一 2二· ,。 :

厄 3 十 l子 l
、 u l

一
1上

性口了、

、尸尹、 ,声、 ,声

]9自八乃
,̀, l,l

`

f
、古了.、了.、

、、..、了..万夕、..J

、..尹印自盖口

+ B
。

(
, 一

功知
一

鬓妙
尸

二 (
。 2 一 b

z

)

式中 月
。 =

( {
一
卜 +v) 加

2 十 E
,

(乙
2 + c Z

)
E

Z

(
e 名 一 b

Z

)

+

bnL 〔晶
。 ` :

粼立

方。 = 2

依据文 〔2〕
,

万 a Z + 4 兀 a t + 召汀乡L

〔3〕 ,
T r e s e a 屈服条件为

a l 一 叮 3 = a s
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同样先求出内壁主应力代入上式
,

再利用 ( 8 )
,

(的式消去矶可得到

(卜 奈端
`一

)
p一 2。 ·

`二 ` ,一
’ “ ! 一 2” · `“ 1

B
` ,

r
劝 , :

、 a B
。 , 。

, P .

+ 尸井 《 1一 甘 】兰 叮: 一 二芋
一

点
Z

E
,

一

;

言一二
、

( 1 4 )
月

。
\
一 2 1 t

J `

A
。
万

2 `
二 (

c Z 一 b
Z

)

当薄壁管内壁达到屈服应力后
,

随着载荷尸和内压力 q ;

按一定比例的增加
,

弹 性 区

域从内壁向外壁方向逐渐减小
,

塑性区域则从内壁向外壁方向逐渐扩大
,

直至外壁达到

屈服应力状态
.

钢管进入塑性流动状态
,

此时对应的轴向载荷 p
,

称为塑性极限载 荷
,

记 为蛇
.

依据 ( 4 )式先求出钢管外壁 p 一 t /“ (
` = 的处的主应力

,

依次记为 J : = 口e
: , “ 2 = a r :

及。 。 = 。 : t

将它们代入 ( 10 )式并消去 q Z

可得满足 M is e s
屈服条件的塑性极限载 荷 p忿

B忿
,

A
。 2 ;r a t

4 B竺
,

尸忿
一万:
二

丁:

“ `

( ”
“ ` , 一 ” “ ` “ ! +

云
一

(
` 一

飞
一

)
V 3 + 召 a

于q`一一
,孟

了̀、、

此 瓦

E
:

P 带

二 (
c Z 一 b

Z

)
( 15 )

同理
,

可由 ( 1 3 )式得到满足 T ;
,

e s 。 a
屈服条件的塑性极限载 荷 p忿

(
, -

式中

刀忿
; ,

月
尸 2汀 a z

刀 .

)
p ,

二 2二 (二` ,

一
。 ! `

云:
一

(卜誉) 万
一

乳 -

B忿:
,

A e E
Z

刀忿
= 2二 a ` + 2 , a , + ; 二石无

P .

二 (
c Z一 b

Z

)

( 1 6 )

( 1 7 )

3 用全 t 理论计算理想塑性材料的极限毅荷

用塑性力学的全量理论计算塑性极限载荷
.

薄壁钢管受力如前 , 其主应力 依 次 为

a0 > a 。

> 。 二 ,

按 T r e s c a 屈服条件
,

应满足 ( 1 3 )式和端面的圣维南条件 ( l) 及在区域内 的

平衡方程

( d ar d/
:
) + ( a r 一 ae ) /

; = o

应用全量理论
,

应力与应变满足的本构关系为

2 一 ,

爪
, 一

= 万U 气￡ ) / “ ’ 己` i

a `掩 =
( E ,

/ ( 1 一 2 , ,
) )

. 。介寿

( 1 8 )

( 1 9 )

S , , = a ` , 一

言
一

a * ; “ ` , ,

· 二

G
“ ` ,

·

: ` ,

)
“ 2

1
e i j 二 ￡ i j 一 3 ￡ kk o i j

. 1

.

|少/行̀产子、 .夕
夕

2

.ige’etj(
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这里引进张量记号
,

下标相同表示求和 , 氏伪克罗内克尔符号 ( 当 i二 j时
,

氏j 二 1
,

当

泛子 j时
,

6 1 1 = 0 )
。

在塑性应力状态下
,

仍要求满足边界条件 ( 5 )
,

把式 ( 1 3) 及 ( l) 代入 ( 1 8 )
,

求解微分

方程可得

…
沪|
!
l

!
/J

a , =
( ` / ` + 户 )〔 一 。 1 +

子
户 ( 。

: 一 。 2

) 一 。 Zp 〕

a o = ( a / t ) ( q , 一 q Z
) 一 q Z

叮 : = 一 P
,

/ 2二 a t

p l

/ 2” a ` 一 a · +

了(。
2 一 。 1

) + , 2

其中 p的定义如同 ( 4 )式
, O ( p 蕊 t /

a , p = (
: 一 a

) /
a

依据塑性力学的基本假设 〔 2 〕 ,

对于理想塑性材料
,

在轴向均匀压力下
,

价汀
: 0 二 。 。

/ 2
,

则 ( 1 9 )式中应 变强度
: 和应力强度 口 经计算可得

( 2 0 )

￡ z = 一 e o -

己 = 乙。 一 口 = U s

在 塑性状态下
,

应变仍满足几何方程 ( 2 )式
。

设薄壁钢管是不可压缩的材 料
,

变为零
,

这时 。 ; ; = 。 r + 。 o + 。 二 二 0
.

将 ( 2 )
,

( 2 1 )及 ( 2 9 )式代入此式得

( 2 1 )

体 应

红
+ “ 二 一

户 a(
2 一 。 :

卜李
ar

u T T 乙 a ` 乙U s

经过积分运算
,

再由式 ( 1 9 )
,

( 2 )导出的
u
相比较确定积分常数

,

可得

一鑫、 (蒸;
·

…小
+

警
· “ + “ , 。̀` p“ /

·
,

钢模仍处于弹性应力状态
,

径向位移叽仍用 ( 3 )式表示
。

当 , = b ( p 二 t: / a) 时
,

( 2 2 )

应 满

足位移连续条件 ( 6) 式
,

将 ( 2 2) 及 ( 3 )
,

( 8) 代入
,

经过化简可得

欢 : (分
`

)
。 1 一 4

念 少
.

￡。

万
,

I 进
十

一
!

-

2 、 亡

2 P

` (
C Z 一 b

Z

)
一

、、,了
门.孟

+

( 2 3 )
夕 2 +

少 + l)z
c Z 一 b

Z

十 产西L (
1 v Z

c Z 一 b
Z

e o
E

Z
b

叮 s 4 a Z t )

将 ( 2 3 )
,

( 8 )代入 ( 2 0 )第 4 式
,

可以计算出塑性状态的轴向载荷
,

并记为尸
:

(卜“
一

箫
;

)遗
:

〔弩之(
一

;
` +

如
1

q
J下LQ白

B
:
P

: = a s 一

、 .户
产

、 .矛沙
Jql从」,自,ù了

.、了̀、、

`

一。.
.-

、 ,.产
.

沙一2

一a一、、.产
.

那
们山15一̀r
é

o一J任口口一,曰
忿ù

· “ 。

套
2

( 1 · “ /
·

卜
二

思
,
·

)
一

〕

其中
A

: 二 : : + ::士
一

多
+ ,

以
v 2

c Z 一 b
艺

B : 二
_

1 +

2汀巴 t

￡ o
E

Z

叮 s

1 b I a

一
了 _

-
-

一
- -

. 一一 十
A s 一 4兀 a 乙 t \ t

当确定内压力 q :

后
,

( 2 3 )
,

( 2 4 )及 ( 25 )式可 以计算由全量理论导出的挤压力 q :

和 极
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很载荷P
: ,

进而计算钢管的应力
,

并讨论摩擦力对 P
:

的影响
.

4 算例及结果讨论

例 设薄壁钢管为理想塑性材料
, 叮 : 二 2 X 1 0 “

k g /
c m

“ ,

由单向均匀压力试验给出材料

的
。 。 = ` / E

: ,

杨氏模量 E : 二 2
.

I X I O“ k g /
c m

Z ,

泊松比
, : 二

1/ 2 , 钢模的弹性模数与 之根

同
。

J七何尺寸
a = 2 4

.

5 m m
,
石= 3 0 m m

, e = 4 2 m m
,

L 二 1 5 0 m m ( 见图 1 )
。

当 给 定 内

压力 q : = 3 5 o k g /
c m Z ,

P . = 。时
,

试选择不同的摩擦系数 产分别用 T r e s o a 屈服条件及 全量

理论计算塑性极限 载荷代及 sP
.

计算过程于下
:

( 1 )塑性极限载荷 p七依据 给出的数据代入 (l 2 )
,

l( 7 )式计算月
。 ,

B :得 A
。 = 5

.

5 3 7 5 7 5 + 1 0
.

0 5 2 9 6` ; ,
B忿

= 4 6
.

1 5 1 4 12 + 1 4 1
.

3 7 0 ;
.

用 T r e s e a 屈服条件计算塑性极限载荷代
.

B :
、

气1 一
~

刁妥
一~

)
又 ”

·

” 5 9 0 5 5 6

由 ( 1 6 )式将 “ 。 ,
B忿

, 。 :

和 a :

代入可 得

B .

p忿
二 ` ” 3 3 3

·

” ” +
一

,
:--

一

“ 1 6”
·

3 2

选取不同的摩擦系数 ; 代入上式得到 的 p
忿值列于表

1
.

( 2 )用全量理论计算 P
:

依据给出的数据代入 ( 2 5) 式得 A
: 二 3

.

58 3 33 一 7
.

6 18 8 4 6产 ,

B
: 二 0

.

1 1 8 1 1 + 0
.

0 7 2 3 1 3 x ( 5
.

4 5 4 5 4 5 + 1 6
.

6 9 7 5 9召) /月
: .

将 q , , a :

代入 ( 24 )式
,

可得载荷 P
: .

选取不同的摩擦系数产的计算结果列 于 表 1 ,

并与 p忿相比较
.

表 1 列 出在不同的摩擦系数。下的 p
:

和尸亡计算位

T a b
.

1 l i
s t , t h e e a l c u

l
a t i n g , a l u e 。 。 f P曹

。 n d P s

f r i e t i o n a
l

e o e
f f i

e i e n t 产
.

; ’ 。 .

1

{
。

.

1 2

{
。

.

1。

{
’

。
.

1。

f o r d i f f e r e n t

尸容( k g ) {

p s

( k g ) 1

2 8 0 1 3
,

6 8 2 86 8 5
。
0 1 2 9 6 7 0

.

8 5 { 3 0 6 3 2
.

1 6

o
·

2 0 { 0
·

2 5

3 1 25 9
.

5 5 1 3 2 7 5 吞
.

8 2
3 4 2 4 9

.

5 2

2 8 5 4 4
.

9 9
.

2 9 2 6 1
。
4 8

!
3 0 3 1 6

.

9 8 { 3 1 3 5 0
。
2 1 { 3 2 0 2 6

.

9 8 一 3 3 6 7 8
。

3 4 1 3 5 2 7 3
.

4 9

根据以上导出的公式
、

算例及实验结果可以看出
:

①钢模与钢管之间的摩擦作 用对塑性成型钢制三通管影 响较大
。

表中摩擦系 数# 从

。
.

1增力。至。”
.

3 时
,

p忿增大
2 2

.

3肠
,

sP 增大约2 3
.

6肠
,

已为实验所证实
.

例如
:
当钢 模

与钢管间加滑润剂时
,

以塑性流动压缩率某到某一规定值测得的载荷定义为极 限 载 荷

p
: = 2 8 5 0 0 k g及表中群 = 0

.

1的计算值很接近
。

而钢模与钢管间不加润滑剂时塑性流 动载

载实测高达 3 50 00 k g ,

与表中的拜
二 0

.

3 0计算结果大致相同
.

摩擦系数产比文 〔4〕 给 出 的

值大了近一倍
,

我们认为是由于钢管属软质金属材料
,

挤压过程表面 温度 高
,

与 模具

接触面温度大及表面粗糙度不同所引起的
.

②钢管材料的屈服应力as 对塑性极限载荷影

响显著
,

例如将管材从不锈钢改 用低炭钢
, a :

从 Z 0 0 0 k g /
e m Z
变为 2 8 0 0 k g /

e m “
时

,

塑性 极
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限载荷P
:

从2 8 54 4
.

9 9 kg提高到 5 3 6 7 7
.

0 6 (取召二0
.

2 , 口: = 3 5 o k g /
e m Z
按 ( 2 4 )式计算 )

.

这点也为实验所证实
.

③采用 M i s e s屈服条件 (内
二 o一 0

.

9 )计算的弹性 极 限 载 荷 p
。
比

T r c s c a 屈服条件的结果高
.

如按本算例取召
。 二 0 , 召 = 。

.

1时
,

高达 1 6
.

7 %
,

实验结果 与

T r e s c a 屈服条件 的结果较接近
,

而当召
。 二 1时

,

两者结果相同
.

④钢管较 薄
,

应 力 沿 ,

向变化、; :
、 ,

按 T r o s o a 屈月; 条。卜、卜算、。尸
。
及 p
忿、; 接*丘

,

相差约 3
.

1肠
.

按 ( 4 )
,

( 2” ) 式

计算应力 值不 会超出工程上允许的误差 ( 5 肠 )
,

基木上是准确的
.

然而随着管壁增厚
,

误差明显增大
,

必须用全 量理论 重新进行积分运算
.

钢管经过塑性流动阶段后
,

随着材料的强化
,

按理想塑性材料计算的载荷 P
,

出现明

显的误差
.

_

如二5 〕按弧化材料用全量理论 计算厚壁筒受 内压问题 ; 文 〔 6 〕假设材料服从

M i s e s 屈 服条件及 P r o n d t卜 R (: u s s本构方程用有限元法 计算厚壁筒受内压问题
.

本文的

受力模型 比 他 们 岌杂
,

从弹性到塑性流动阶段采用理想塑性材料的假设已足够准确
,

所得公式 为 钢 制 三通管早期弹
、

塑性变形的计算提供了理论依据 , 同时可用数值仿真

的方法
,

选择一种最佳的加载方案实现对轴向载荷尸和内压力 q ,

的控制
,

具有较大的 实 用

价值
。

, 门 ,
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