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线粘弹性动力学中L a p lac e变换形式的

各种新的变分原理
’

罗 恩

( 力学系 )

摘 耍

从线粘弹性动力学中一个用 L a p l a c e变换表示的积分关系式出发
,

导出各种成互补关系

的 L a p l a c e变换形式的变分原理
,

并阐明它们之间的内在联系
,

通过这条新途径
,

建立了各种

形式的变分原理
.

一

关健词 变分原理
,

拉普拉斯变换
,

粘弹性动力学

在工程材料中
,

既具有弹性性质
,

又具有粘性性质的材料称为粕弹性体
。

粘弹性性
、 一

气庵的特点就是它与时间的相关性
.

在粘弹性材料的本构方程中除了应力和应变外
,

还包
一

斗 活有它玄树时间的导数的影响
.

乡
公

` 一

话弹性动力学中三类变量
、

二类变量及一类变量卷积形式的变分原 理
,

巳 先 后 由

L 。赶侧` 。 “ )
、

o d。 。和 R e
d d y 〔 3 〕等人给出

,

本文从线粘弹性动力学中一个用 L a p l a 。 “
变

换表示的积分关系式出发
,

系统地导出各种成互补关系吹 L “ p l “ “ c
变换形式的 变 分 原

理
,
并阐明它们之间的内在联系

.

文中建立了这种殆式时五类变量
、

四类变量
、

三类变

一盈
、

二类变盈及一类变量等一整套新的变分原理
.

, 用 L a p al c . 变换表示的基本方程

设 口( x , y ,
毛 t) 为某一 函数

,

定义于 t ) 0
.

夕的 L
a p l

a c e
变换 川 相 应 的 大 写 字母

B (
x , 百 , 之 , s

) 来表示
,

即

B `一 , ,

一 ,
=

I:
“ `一 ; ,

一 ` ,叮
一` ,“

将线粘弹性动力学中的基本方程对时间 t作 L

基本方程
:

( 1 )

a p l a c e
变换

,

就可得到下列变换后的
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`

、 .产、 .产
、、.了、 .声少

23a4b4
矛

`
、
了.、
矛

`、
J了̀、

速度位移关系 iV = s U i 一 叽 `

动量速度关系 凡
二 p玖

运动方程 艺
: , , s + F ` 二 s P ` 一 P

。`

艺` j
,

j + F ` = p s Z
U i 一 p s u 。 、 一 p . 。 ,

应变位移关系

应力应变关 系 。 。

二 1
, r ,

乙 ` i =
厄

一

L u ` ,

j 十 U ’ ,
i ) ( 5 )

对于线粘弹性理论中较简单而用得最广 的 B ol tz m a n n
模

型而言
,

如果运 动是在 t = 0 时刻 开 始
,

且 a ` z (
x ,

o ) 笋 o , “ , j (
x ,

o ) 子 o
,

以及 a ` s (
x , t )

= e ` j (
x , t )

= 0 ( t < o )
,

则有

① B o l t z m a n n
松弛律 工 ` , = s J ` i k IE ; l ( 6

a )

② B o l t z m a n n
蠕变律 E ` j = s J * 10 1艺 k l ( 6 b )

式中口、 i ; z (
x , s

)和 J ` ,* l (
x , s

)分别为松弛函数G ` i , z(
x , 。

)和蠕变函数 J ` j k , (
x , t )的 L a p l

a 。 e

变换
,

且有

口
, , * z = 厚 , 、 ; z二 口、 , I。 = 口k z` i

,

J ` j k l =
J

, i k l = J i j lk = J k l̀ ,
( 7 a

)

、 .产、 .J户、 .夕矛`

b!,Jù
.000口叮矛.1

.

`

诊.、 J

`
、
`

矛.、“ ` 7* ` J `
声 , 7:

一乡
一

占; 阴占,·

式中 占12

0

力的边界条件

位移边界条件

式中 P`
,

V ,
,

U i ,

E ` j
,

习、 ,

( i = j )

( i沪 j )

H `王工 15” , = H

U i = U`

分别为原动量场 iP
、

在口g刃上

在口g
。 _

卜

速度场气
、

位移场
“ ` 、

应变场
“ ` ,及 应 力 场

a
. .

的 L a p l a e e

` 二

L a p l a e e

变换
;
凡

,

万` ,

U
,

分别为原体力 人
、

表面已知力 瓦
、

表面 已知位移 风 的

变换
; P

, u 。 : ,

0P ` 分别为物体的密度
、

t 二 0 时的已知初始 位 移 值 和 动 量 值
。

一个用 L a p l a c e 变换表示的积分关系式

对于小位移变形体动力学 , 可给出下列用 L a p lac
。
变换表示的积分关系式

J〔
: `尸 , ,

一 p
: + 。。 `

)
U ,̀ “ +

f〔
: ` , U ` ,

, + p 、 (
` U

,

一
` ,〕

“ “ 一

I
H

:
U、“

口 口
r

口

(
p

, ·。 ` 一 。。 ,

U
;

)
` 。 = 。

( 10 )

户...J口
十

不难证明
,

对于互不相关的任意位移场 U
, 、

应力场习 i ,及动量场尸
` ,

上式恒成立
.

3 各种变分原理

3
.

1 五类 变量广义 变分原理

当艺` ,和 E
:

j是互不相关的任意函数时
,

存在下列关系
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~ 。 1 万 。 。 1 ,

~ 二
,

.

1
/
二、 万 。

乙 ` j乙 “ =
丁

`廿 ` i h t乙 ` i￡ 吞l +
一

2 ’ J
`

了人l乙
, i乙 寿I 十万 、 乙 ` i 一 `甘 “ 左l乙 六J )

、 ,,矛、、刀户,上O自勺.上心.人了.、了.、·

( E 1 1一 s
J

: j 二 :

叉 。 。

)

只有当芝、 ,和凡 i俩足应力应变关系 ( a6
,

b )时
,

才有

叉 ` j E
, j

r 二
.

1 ,

一 ~
1 7人l￡

1

, ￡
’ 、

I 十 万 “ d i ,无I乙` j乙 儿l

于是 ( 10) 式第二个积分 中的被积函 数习
` ;
认

,

j可变换为

二
: 了U

: , 了 二

遗
S 否 f 了* , E、 , E、 : 一 二 、 ,

〔
E 、了一; `

U 、
, 了十 U , ,

小音
` J ` ! 。 J习、 ,艺。 ,

1
,

~ 不 二 、 , r

十百 L乙
, j 一 5。 ` i人I乙 h l ) 、 乙 ` ’

一 : J 、 j二 。

叉
” : 。

)

当P 、
,

V `是互不相关的任意函数时
,

存在下列关系

。 , ;

1 _ , , , ,
.

1 。 。 1
, 。 , , 。 、 , 。 T, 。

厂 ` F J 二
厄

一

尸 F `犷 ` + 2。 厂 ,厂 ` 一

丽
气尸 “ 一 厂 ` ’ 、尸 r ` 一 f `

卜 只有当尸 i与玖满足动量速度关系 ( 3 )时
,

才有

n
_ T ,

1 ~ , , , ,

厂 f’i y ` = 了
尸 F ` F

1 。 。

十

—
厂了厂 `

2 p

于是
,

( 1 0) 式第二个积分中的被积函数尸` (
sU 、 一 , 。

力可变换为

p
:

`￡U `

一
` , =

一

身
p V f V` + p 、 “ U、

一
` 一 V、 , +

责
p
`
p

,

一

命
`p V ` 一 p ` ’ `p V ` 一 尸` ’

( 1 3 )

( 1 4 )

( 1 5 )

( 1 6 )

在 ( 1。 )式中凡
,

芝 、 ,
,

U ` 是互不相关的任意三类场
,

所以式中的第一
、

三
、

四项积分

可变换为

J〔
:

` ,
,

,一 p ! · 夕
。、

〕
U f“ 。 -

D
I
。 ` U“ ` +

J
`p 、

一
。。 `U ` ,`“ 二

口口 口

叉、 s
,

s一 s p ` + p
。 :

r
.
.、

护
.

.Jg

协 + F `

〕
U `d“ 一

{
H 、U 、“卜

口口“

(万 ` 一 刀 ` )U 、 d s +

刃

IP
`。 。 ` d g

口

一

I
( F 、 · ” 。 、 ,口 “̀ “

口

户.

I
J

口

1( U ` 一 U f ) H` d s

( 1 7 )

口口 : ;

将 ( 1 3 )
,

( 1 6 )和 ( 1 7 )代入 ( 10 )式中
,

经整理后得

112
一p V`V i + P i (

s U

( F
:

+ 户。、 ) U 、

一
, 一 V , , +

合
: “ : ,、 , E ` , E* ` 一 x ` J

〔
E (。 ,

, , + 。 ,
,
` )
)z一2;

曰.̀..、
.卜日,.D

尸P
1即

万

声J....口

rO

}
d g 万

万U f“卜 {
口口

。

(。
l 一 。 、 )。 、、 ` +

I {
见

]

2户
(户V

, 一 p 、 ) (户F
: 一 p ; ) + P ; 、 。、 +

` J ` , : ,万
!

, x 。 : +

号
一

`艺
! 犷

一 “ 一 : E。】,
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妇

U ` z了
`
d s -

ù七

.

1
é
日

几口

( E ` ,一 : J ` ,。 ·

: , ·

卜〔:
` , , ,

一 p ` + ,
。` + F`

〕
U `

}
d“ -

( H ` 一 刀 i ) U i d s = H
; : 。

( P`
,
V i ,

U i ,
E ` , ,

习` i ) + r
, : 。

( P ; ,
V i ,

U i ,
E i s ,

艺、 s )
= o

式中P ` ,

玖
,

U i ,

及 j ,

习 l’i 是独立无关的任意五类函数
,

而泛函H二
。
和几

: 。

分别为

H
, : 。

( P i ,

V ` ,

U ` ,
E i i ,

习 {合
。V`V ; + p 、 (

! U 、

一
、 一 V ` , +

合
￡“ ` ,: ,“ / , E、 ,

.

!
J

口
一ù

一 : `*

〔
E` , 一

合
( U` ,

, + U ,
,
;

产...J口
一一

一

l
(。

: 一 。 ` )二
; 、 :

a口厂

T
v L 。

( P 、 ,
V` ,

U , ,

E ` j ,

习、 s )

)〕
一 ( F ` + 。。` )U `

}
“ “ 一

I
“ `U `“ S

口9 刃

矗
一

p `p `

一嘉
`p V 、 一 p 、 ,̀ p V、 一 尸` ’ + 尸`一 ` 洲

+

合
S’ ` ,“ `艺 `

(叉 、 s一 s口 f zo zE ; z) ( E i s一 s j i i二”

习 , 。

)
1一2

+`
左习

+

〔:
`八 ,一 p ` + 。。` + F`

〕
U、

}
d“ -

J
万` H

:

J“ -

口口口

(城 一 H `
) u

:

决

定理 1 上述 以 P`
,

V,
,

U ` ,
E : s ,

叉 f ;为自变函数的泛函H ,
·

,

刃

5

成兀
二 。
取驻值

,

即下 列 变

.

!
口
g

八口

分式

占H。 : 。 = 0 或占r
, : 。 = 0

等价于方程 ( 2 )
,

( s )
,

( 4
a
)

,

( 5 )
,

( 6
a
)

,

( 8 )和 ( 9 )
.

证明 将。 g a )式对自变函数P , ,
V` ,

U ` ,

E s s ,

艺 `z变分
,

最后可得

( 2 0 )

(
: U 、 一 。 。 、 一 V` )“ p ` + (。V 、 一 p ` ,“ V` 一

(
: 、 ,

,

, + F 、一 p 、
一

卜 。。 、

〕
占口 、

衬
户引rJD

=占Hv : 。

+ (
s口` so rE , l一 习￡s )占E 、 z

, 一

合`
U `

,

, + U八` ,〕
“二` ,

}
d“

一

J
(U ` 一 “ 、 )“ H f`了 +

I 一万 i )占U i d:

EH
沙.IJ

J`.、
.

日D : ,

口口刃

由此可见
,

若 P ` ,

V 、 ,

U i ,

E ` i
,

习、 i是精确解
,

确能使 6 7I
v : 。 = o ;

而若占7I
v L。

( 2 1 )

= 0 ,

过} 于 6 V ` ,

占p ` ,
占E i s ,

占习 ` j
,

6U i的任意性
,

确能导出方程 ( 2 )
,

( 3 ) (凌
a
)

,

( 5 )
,

( 6a
)

,

( 8 )和 ( 9 )
.

刀。: 。和 r vL 。
为线粘弹性动力学 L a p l a 。 。

变换形式的胡海昌一鹜津型五类变量广 义 变

分原理的泛函
.

对于任意无关的p 、
,

V 、 ,

U 、
,

iE j
,

艺 i j ,

7I v : 。

与几
: 。
之间存在互补关系 ( 1 8 )

.

3
。

2

可a

三类 变量广又 变分原理

当P 、
,

V 、和 U 、满足方程 ( 2 )
,

( 3 ) 11寸
,

( 一8 )式就 变成 少 e
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H、
,

: 3

(〔I`
,

E 15 ,

习 15 ) + r y : 3

(U ` ,
E ` z ,

习 ` s )
= 0

而泛函 H : : 3和 r 、 L 3
分别为

( 2 2 )

,了一 (U ` ,

E ` J ,

: ` ,卜 J{合
￡“ ` ,* ; E、 , E* : +

合
p` ZU` U` 一 `p“ 。 ` + p ! 一` + F` , U`

D

U

.ll.J口

日

: ` ,

〔E 、 , 一

言`
U ` ,

, + U ,
,
; ,〕

+
一

看
一

p一 : }
“ “ -

( U` 一 U` ) H` d s - 歹
日D刃

H` U ` d s

厂
: 3

( U`
,
E 、了,

艺 ` s )
=

丁{合
p ` ’ U `U ` 十

g

工
: 了

2

` *。 ,习 , ,艺。 : +

合
`习 、 , 一 “ “ ` ,。: ” 。 , ,

·

( E` ,一 J ` ,二 。

叉 , ·

, + 〔:
、 ,

,

, + F ` 一 p ` Z
U 、 + p `一 ` + p“ 。 `

〕
U `一叠

一

p一:

歹
U、 H f“ ` 一

I
( H ` 一 “ ` ) U“ :

口g 刃

( 2 3 a
)

}
d“

( 2 3 b )

口口 “

定理 2 上述以 U ` ,

iE j ,

艺汀为自变函数的泛函 H
; L 3

或几
: 。
取驻值

,

即下列变分式

占H
v : 3 = o 或 占r

y : 3 二 0 ( 2 4 )

与方程 ( 4 b )
,

( 5 )
,

( C
a
)

,

( 8 )和 ( 9 )是等价的
.

刀
, : 3

和 r
: : 3

是线粘弹性动力学中 L a p l a o e
变换形式的胡海昌一掩津型三类变量 广 义

变分原理的泛函
,

对于任意无关的U * ,

凡 j ,

艺 “
,

它们之间存在互补关系 ( 2 2 )
.

.

b
.

当 E 、 s和叉 ` i满足 ( 6
a
)式和 P i与 V `满足 ( 3 )式时

,

方程 ( 1 5 )就变成为

H
: : : 3

( P 、 ,

U 、 ,

习` i ) + r , : ; 。
( P ` ,

U ; ,

艺 1 1) = o ( 2 5 )

而泛函 H v : , s和 r : : , s
分别为

一
, , , ,

一
、

( ` 。 , , , 、
1 。 。 二 , .

1 。 , ; :

` , `
’

L , , L厂` ,
U ` ,

石 “ ) =

J庵
I’ ` L“ C ` 一 “ 。` )

一2万
一 l 一 ` r

一

` 一 ” 。 `口 ` 个
’

了二 “ 、 口 ` ,

”
口 ’ , ` ’

二2

卜 ;
“ , ` , k: :

, : : * ,一 尸` U `

}
d“ -

J
口。 刃

“
:
U `“ 了一

I
` U ` 一 U

;

, H、“

口口
口

( 2 6 a
)

r
l

一 ` p `
,

U ` ,

: ` , ) =

l
日

命
p ` p ` + p 、一、 +

量
万 J ` ,、 :艺 ` ,习 ; , +

〔艺
` ,

,

, + F`一 p `

·

,
。 ,

〕
U ,

}
“ “ 一

J
U ` H `“ ￡ -

J口口

I
日9刃

(万 i 一 刀 ` )U `d: ( 2 6 b )

定理 3 上述以只
,

U 、 ,

艺 “ 为自变函数的泛函 lI vL 。 或 r ly, 。 取驻值
,

占刀
;

,

L : 3 = 0 或 6 I’ v L ; 。 = 0

与方程 ( 4 a
)

,

( 8 )
,

( 9 )及下列方程

尸
; = p (

sU 、 一 : 之。 i )

即下 列 变 分 式

( 2 7 )

:
J

`
; ; ,: ; ; 二

一

;
` U ` ,

, + U了
,
、

( 2 8 )

( 2 9 )
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是等价的
。

Hv L, 3和厂
; : ; 3

是线粘弹性动力学中 L a p l a e e
变换形式的 H e l l i n g e r 一 R e i s s n e r 型 三类

变量广义变分原理的泛函
,

对于任意无关的 P,.
,

iU
,

习 l’i ,

它们之间存在互补关系 (25 )
.

3
.

3 二类 变量广 义 变分原理

当艺 ` s和E s s满足 ( 6 a )式时
,

( 2 2 )式就可变成为
’

H ; : ; :
( U .t ,

习 15 ) + r
v L , 2

(U i ,

习、 s )
= o ( 3 0 )

而泛函刀
v : ; 2

和厂
, : , 2

分别为

“ F :一 (U ` ,

: ` *卜 1{晋
p ￡Z

U `U ` +

音叉
` ,`U ` , ! + U ,

,
` , 一合

`
J` , ; :艺 、 ,

习 “ ` 一 `p “ 。`

口

、 。 _

…
。 、 二 , .

1 。 :
l

, 。 r
, , ,

。
、 _ , ,

丁 尸 二 U 。 ` ’ `
’

` ’ 口 ` 十 2
一

尸 u 。 ` 犷
“ “ 一

J LU ` 一 C ` )月 ` a ` -

-

一
一 口口u

J
“

日口刃

U sd s
( 3 l a

)

r
v L , :

(U 、 ,

叉 ` s ) ;
p ￡Z U `U ` +

合
` J ` ,。:习` ,习。 , +

〔习
` ,

,

, + F` 一 户￡ ZU , + p ` 。 。 `

侧
.r月J口

一一

+ p ”
` l`

〕
U` 一

音
p一 : }

““ -

J
口口 u

U` H ` d s - 歹
口。 刃

( H i 一 刀 s )U `d s
( 3 1 b )

定理 4 上述以 U ` ,

叉 ij 为自变函数的泛函 H v : * 2

或 r
; : , 2
取驻值

,

即下列变分式

6 H ; : : 2 == 0 或 6厂
v : ; : = 0 ( 3 2 )

与方程 ( 4 b )
,

( 2 9 )
,

( 8 )和 ( 9 )是等价的
.

H
v : * 2

和厂 , : ; : 是线粘弹性动力学中 L a p l a e e
变换形式的 H e l l i n g e r

一 R e i s s n e r 型二类

变量广义变分原理的泛 函
.

对于任意无关的iU
,

习 ii ,

它们之间存在互补关系 ( 30 )
.

应当指出
,

在 ( 23
a ,

b )
,

( 3 1a
,

b) 式中
,

划线项在变分时不起作用
,

但当变换为原 函

数时
,

这些项是有用的
,

故保留在式中
.

当 p ` ,
V ` ,

U 、 ,

E `八习“ 满足线粘弹性动力学全部基本方程
,

即对应于精确解时
,

( 15)

式就变为

H ; : + r
; : = o ( 3 5 )

式 中

侧

TT r ` 1
_ , ; , , ` ; ;

.

1
_

刀
_

。
_

。 。
二 了

I
J 。 「 。

r ; J _

I J v乙 二 I 、
一

万 p y ` y i 一 P o f口 ` 宁 仄浩 rL i ]掩IO i r o k J 一 刃 f口 f r
u 。` 一 1

1 1 1口 f u 万

J 气 乙 乙 卫 J

。 口g 刃

( 3 4 a
)

厂
一童!命

p `p f · p `

一普
!
J ` 了̀ !艺 ` ,叉人 J

}
“ ” 一

_

工
刀 f H“ 了

二廿 d二 J“

( 3 4 b )

vH
: 和 r y乙

分别是线粘弹性动力学中 L a p l a o e
变换形式的最小势能原理和最小余能 原

理 的泛函
。

应当指出
,

它们之间的互补关系 ( 33 )
,

只 有对精确解情形才成立
.

这 两个变分原理都是有条件的变分原理
.

在泛函H
; :
中

,

玖
,

iU
,

瓦 i三类变量 的约束

条件是
:
速度位移关系 ( 2 )

,

应变位移关系 ( 5 )和位移边界条件 ( 9 )
;
而在泛函几

:

中
,

尸 ,
,

习` j二类变量的约束条件是
; 运动方程 ( 4a )及力的边界条件 ( 8 )

.
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3
。

4

a 。

一类变量 变分原理

将 ( 2 )和 ( 5 )代入 ( 3 4 a
)式 中

,

泛函 H
; :

一

:`丁变成为

H
v : ;

( U i ) 上
:

2

“ ` ,; , U ` , 少U :
,
, +

告
。 ` Z

U `U 、
一 ( p公

。 ` + o s u。 ` + F ` ) U
,

`

、
é

lr..J口
一一

+

合
。一 : }

“ “ -

H 、 U ` d s

( 3 5 )

刃

r

l
甘口

口

在泛函 H
v : ,

中
,

变量 U `应满足位移边界条件 ( 9 )
.

b
.

当U ` ,

艺 ii 满足方程 ( 4 b )时
,

泛 函几
,

认
2

就变成为

r , : :

(万 ` s )
l

Z P s
厂艺 `二 , 。艺 、 i

, , + 工
: J

2

1 5儿z万
` j万` l

1 。 , 。

一 一下 万互户
~

舀盆 `了气 f `

P S -

+ P
。 `

I
J

Ir...J幻

一一

+ p s u 。 ` )
, j +

( F ` + P
。 s ) ( F i + P

。 ` ) +

卜

1
/
二

一
一
气.I ` 十 P

S

。 !

,
“ 。 `

}
d“11一s)口一p

一,曰

乙
1
一

酬十

口口
“

刀`

p s Z

。。 ` + 。了一 ` ) 一 U `

)
H“ ￡一

{ {
( H ` 一 “ ` )

-

口口 z

Sd

、.. .

卜、
J

1
, r

行
5 2 、 f ` 十 p 。 ` 十 户百 u 。 ` )

式中划线项在变分时不起作用
,

可以去掉
。

r
y : ,

就是线粘弹性动力学中仅以应力万 ` ,
为独立 变量的 L a p】a c e 变换形式 的 余能

变分原理的泛函
.
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