
19 8 8年第 1期

中 山 大 学
A C T A S C I E N T I人 RU M

学 报
N A T U R A L I U M 1 9 8 8

U N I V E R S I T A T I S S U N丫A T S E N I

一类n维被食者
一
捕食者方程的

’

极限集和周期解
’

周 之 铭

(数学系 )

`

摘 要

本文主要讨论 v

oej.t
: r

` 产者一` 食者系琉

声

二 i 二 x i ( e i + 公 p` .劣小 二 i ( 0) > o
,

i = 1 , … , 。

i’l
,

·

( . )

的极限集和周期解问风 其中叮和 iP ,暴实
i

数
,

.

在尸是稳定容许的条件下
,

将 ( . )的极限集和

周期解的讨论转化为一个维数较低的方程的研究
,

对于某些类型的方程得到结论
:

如果 ( . 》

的正平衡点不是全局渐近稳定的
,

那么 ( . )存在非常数的周期解
。

关 . 饲 被食者一捕食者系统
,

极限集
,

周期解

引 宫

考虑 n维V ol t e r
ar 被食者一捕食者系统 奄

尝i == x i ( e i + 习 p i i x , )
, x `( 0 ) > o

,

i = z
,
2

,

…
, :

.

(
一
)

其中 e

和 .lP泽卖常数
.

彼设系统满足如卞条件
.

i ) P s .《 0
,
P i ,P , s < o

,

当( i 一 j )Pi *沪 。时
,

-

ii ) 存在灭平衡点 q =
(伞

,

…如 ),
·

即

e` + 习 乡̀
, q 。 = o

,
i == i

,

…
, , 。

这时
,

(
.
)可以用一个具有

n
个顶点的图表示

,

记为G ( P )
,

参阅文〔2
,
5〕

。

作变量变换
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x `二 。 i e , i ,
功 i 二 。`(

。 r ` 一 i )
,

v =

阁
“ ilq ( 。 ir 一乙 一 l)

,

其中。 `> 。 是常数
.

经过简单计算
,

(
。
)变为

, `二 `

拿
, `

, Ot , ` == ` ,

一
沿着《l) 的轨线计算得到

习
a i乡̀ , . 1份`

.
习

一一夕

根据 L as al le 定理 t ’ , ,

方程 ( 1) 的每一有界解都趋于满足夕 = o的最大不变集
。

文〔幻利用

L a s al le 定理及图的变换
,

得到 ( l) 的平衡点Y = O的稳定性的简易判别准则
,

本文 继 续

文 ( 2〕
、

〔3〕的讨论
,

研究了 ( l) 的极限集和周期解问题
。

盆 有关的定义和定理

我们假定尸是稳定容许的 ` 2 , ,

记为p o A
,
p eA 的条件参看文〔4〕。

` ( P )中直接连接两个黑点的边称为强链扣
。

定理A
.

〔忽, 设几月
,

那么
,

` (P )中每一圈至少包含有一个强链扣
。

如果几通
,

在 ( 4〕中证明了可以选取 ol’ > O
,

使得

夕== o绮 Pi i功 i = o
,

窟== z
,

…
, 。

。

因此在 L a s al le 定理中的满足夕= 。的最大不变集L就是满足方程

r 一== 习 乡i ,功 ,

户一 l

乡11功 i , 0 , f = 1
,

…
, ” .

的所有解所对应的轨道的并集
。

在G ( P )中
,

如果在顶点 玄有一黑点 .
,

那么在 ( 2) 中得到断 = O
,

我们扩充黑 点 . 的

含意
,

当在 ( 2 )中有功 ` = 。 ,

我们在顶点 i放一黑点 . , 如果在 ( 2 )中 , `是常数
,

我们 在 顶

点 f 上放④ ,
这种放置 . 和④的过程叫做对图` ( P )进行约化

,

约化规则 可 以 参 阅 文

〔 2
,
5〕

。

.

反侧遏用约化规则
,
对` ( P )进行约化

,

直至不能再有进一步变化时所得到的 图
,

叫做约化图
,

记为R ( P )
。

可以将 R ( P )进行分类
,
且只有下列三种

.

R ( P )属于 ( . )型
,

如果 R ( P )的每一顶点都具有 . ,

双扭 )属于 ( .
, ④ )型

,
如果 (R P )的每一顶点都具有 . 或④

,

且至少有一个④ :

左( P )属于 ( .
, ④ ,

O )型
,

如果至少有一顶点具有 O
。

定理公〔 . 〕 设 P 。月
,

那么
a ) 如果 R ( P )属于 ( . )型

,

那末P是非奇异的
,

( l) 的 每 一 个 解 都 趋 于 Y = 0,

当 t一 OO时 ,

b ) 如果 R ( P )属于 ( .
,

O )型
,

那末 P是奇异的
,

( 1) 的每一个解都有极限
,

当 t一 OO

时
,

极限依赖于初值 ,
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e
) 如果 R ( p )属于 ( .

, ④ ,

O )型
,

那末存在矩阵户e A
,
G (户) 二 G (尸 )

,

使得对应于

户的 l( )有非常数的周期解
. - 一

4
-

一
’ 飞 三

一

拼
`

a ( .
,

④
,

O )型与周期解

我们
咨

营假设 p o
A

,

从定理 B知道
,

( . )型
、

( . 奋。 )夔的毒` 平解都肴极限
,

也 就 是

说
,

其。 极限点集只有一点
,

因此
,

只有 ( .
,

①
,

O )型才可能出现非常数的周期 解
,

定

鱼毋旨出通过改变方程的矩阵的系数
,

但不改变矩阵 p的图
,

可以使得方程 ( l) 有非常数

的周期解
。

微分方程理论中
,

经常出现的问题却是不改变P的值
,

而去探讨 P满足 什 么
条件才能出现非常数的周期解

.

本节里我们利用约化图; ( , )和方程侄下的头亲二
一

,
i

徒德
{
对

( l) 的极限集和周期解的研究得到简化
。

如果G ( P )没有黑点
,

即所有的iP ` = 0
,

则由定理 A
,

份
少 二 、

.

厂
,

二 弋

知G ( P )必是
”

是 一 树
,

且 G ( P )

二 R ( P )属于 ( .
, ④ ,

O )型
,

这时可选得V = 习
气

一

` . 二

V = C
。

我们不讨论这种情况
。

定理 , 假设 , A, (G p )至少有一李黑点
·

(R )P 至少含有 4个 0
.

二夕介
一
iY 一 l) 使得仁一夕

,

l() 有积
`

分

”
一 ’

二 :
一

: 八 : -
. .

一
`

一飞
、
矿

甘 一
乡

(R )P 属于 ( .
, ④ : O )型的必 要参件是

苏

证明
了 二 -

-

首先证明 R ( p )中的每一个 O至少相邻于另一个O
·

设 (R 户 )中的炙毒有O
,

规不少如果 `不相邻于任一个 O
,

那么
,

相邻于 i 的所有顶点都具有 . 或者O
,

这时由约化

则在 i 上可放①
,

这与 (R p )的定义矛盾
,

由于 G ( p )至少有一个黑点
,

所攀叔尸)
有一个O 顶点 j与某一个具有 . 或者①的顶点K相邻

.

相邻于 K全少有` 个异 于了
中至

的O 顶

点 i
,

否则由约化规则在 j上可放置 . 或臼
。

这就完成了定理的证明
。

推论 I R ( P )属于 ( .
,

O
,

O )型的必要条件是
n ) 5

。

推论 2 当
。镇 4 ,

( 1 )的每一解的。极限集都是平衡点
,

且 ( 1 )的每 ` 解的。 极限集都

是相同的平衡点Y = o的充要条件是 p 是非奇异的
.

当
: ) 5时

,

l( )才能出现非常数 的 周

期解
。

.

-

定理 2 ( l) 具有非常数周期解的充要条件是 L 内含有 ( 1 )的闭轨
。

证明 充分性是显然的
.

必要性
:
设诚 O是 ( l) 的非常数周期解

.
这时

,

0( 叫 O ) ,

夕 (中 ( t ) )
,

因而由 L a s a l l e定理得出 0 (中 ( t ) ) == g (中 ( t ) )=c L
,

定理证毕
。

定理 a 设 R ( p )属于 ( .
, ① ,

O )型且含有K 个黑点 ; 则 ( 1 )的解叫 t )的。 极限集包含

在一个维数不超过
,
一 K的空间的不变子集里

。

证明 注意到 (R p )具有K个黑点
,

因此在方程 ( 2 )里有 K个变量乙
:

· ·

… ,

乙
:

恒为零
,

再由 L as al le 定理即知定理成立
。

定理 2
、

3 使得对 ( 1 )的非常数周期解和极限集的讨论化为一个维数较低方程 的 相

应问题的讨论
,

特别当(R P )中具有很多黑点时
,

简化就更为明显
.

当
” 二 5时

,

属于 ( .
, ① ,

O )型 的 图 只 有O 一O 一 . 一O 一 O
,

不 妨标 记 之 为

O 一 O一 . 一 O 一O
,

对应的方程为
1 2 3 4 5

夕
, 二 P

: : 功:

夕
: == P: :切 : + P

a a川 :

奄
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夕
。 = 乡。 :功 : + 乡。。功 : + 乡。

浏
`

( 3 )

了
.

/

夕` . 偏 ,讲 叙两 卜
、

-

夕
。 = 么曲

、

,
卜

.

其中所有出现的 ijP 都不为零
,

且满足 i )
。

这时 L a s a l l e不变集L是形如 (中
:

(tJ )、 甲:
( , )

,
0

,
中一( , )

, 甲 .
( t ) )的点集

,

其 中 ( ,
:
( t )

,

甲:
( t ) )

,

( ,
一
(￡)

,
中。

(忿) )分别是方程
夕

: = 九 :功 :
`

卜 一

个 、
。 :

九
=
如晰

1

(3 a)

和

夕
` = P

` .切 e

、

夕一 入`功`
·

一
《3b 》

够
卜具

,班 ), , .( ’ )满足方程 一
_ ,

。 下 :
、

:
_

:入议式户 “ , 一 1) + aP ,q式
e
, 叮

》 一 l) 一 。 (3
c 》

一 ’

定班
一

4 对于方程 ( 3)
,

或者每一个解的。极限集只包含平衡点 Y 二 。 ,

或者 ( 3 )具有

非常数的周期解一
’

证明 方程 ( 3
a
)

,

( 3 b )除零解外
,

所有解都是非常数的周期解
,

由 于中
2
( t )

,

叭 ( O满

足 ( 3
c )

,

易知此时如果叭 ( O子 O
,

则叭 ( t) 与叭 ( O是具有相同周期的函 数
,

L 显 然 包 含

Y = O
,

所以
,

或者 L只包含Y = O ,

或者 L除包含Y = 。外还包含异于 Y = O的解 (甲
;

( t )
, 中 2

( t )
,

0冲
一
( t )

, 中。
( t ) )所对应的轨道

。

这时 (甲
:

( t )
, 甲:

( t )
, o , 甲`

( t )
, 中。

( `) )为非常数的周 期解
。

由此即得定理
。

对于图为O一 O一 . 一 O 一O 一O 的方程可以得到定理 4 同样的结论
,

关键是方程

( 2 )中存在一个形如方程 ( 3 a) 的二阶方程
,

它具有除零解外都是非常数周期解的特 性
。

由此读者可以给出更多具有方程 ( 3 )同样性质的更广泛类型的方程
。

一般难予确定 L as al l e不变集具有闭轨的条件
,

虽然方程 ( 2 )比 原 来 的 方 程 ( l) 简

单
。

对于方程 ( 3 )
,

可 以给出存在闭轨的充分条件
,

例如

乡x: q : 二 P
。一q -

乡: 一q一二 P一论`

乡。一q一+ P a : q : == 0

不过这是相当人为的
,

要确定周期解的存在条件是困难的
,

定理 4 告诉我们
,

对于方程

( 3 )
,

如果零解不是全局渐近稳定的
,

那么 ( 3) 存在非常数的周期解
。
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