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单链 S U (3 )群积分的定积分表示
’
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摘 要

应用复变函数积分的最陡下降法
,

在弱棍合区将单链配分函数 S U ( 3 ) 群 积分表示成一

元实变函数的定积分
,

可以用数值计算方法很方便地求值
.

此法可以推广到计箕格点规范理

论中遇到几种有关的 S U ( 3 ) 群积分
.

关键词 格点规范理论
,

S U ( 3 )群
,

最陡下降法

1 引 言

在格点规范理论研究巾
,

场规范群为 S U ( 3 ) 群时
,

人们经常碰到如 下形式的单 链

S IJ ( 3 ) 群积分 〔 ’ 一 斗〕 .

Z 一

1
d o e , “

` “
二“ )

S U ( 3 )

( l )

式中 d U 是在 S U ( 3 ) 群流形上的归一化不变 H aa
r 测 度

.

U 是 S U ( 3 ) 群的元 素
,

J 是

任意一个 3 义 3 矩阵
.

这个积分比类似的单链 S U ( 2 ) 群积 分 复 杂 得 多
,

往 往 成 为

S U ( 3 ) 格点规范理示合i
一

卜算中的一个难点
。

许多论文研究了这种祖分的计算 方 法 〔 5 一 “ ’ ,

其巾文献 〔 7 〕给出了最便于处 ;少为公式为

Z 二 一

二
一

子
“ / 产 。寸 X /户 了工 ( 2了 尸 /金 ( 2 )

式中
,

对
二 I沟

一

叭分是沿复 、
一

平而 上烧原 傲灼一个封闭回络进行的
.

1 ,

为一阶虚 宗 量 贝

塞尔函数
.

户和Q分别为

P 二 d e t( 1
一

卜 x J J
J

) ( 3 )

Q 二 d e t J + d
o

t J
十

( 4 )

文献 〔8〕给出了与 ( 2 )式等价的
,

含有一阶贝塞尔函数 J
,

的复变函数回路积分表示 式
.

并给出了 4 重求和的幂级势
、

表示式
.

陀变分计算中
,

通常取

J = : 1 ( 5 )

式中 1 代表 3 x 3 单位矩阵
, : 为实数变分参数

.

这时 4 重求和可简化为 两 重 求 和 如

下 〔 g 。 :
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2 2成

Z= 2夕

——
丽二 o又 m+ 1)!炙 I n+艺 )!

全超宝沙 ( 3从 + 3)!

( 2,, ? + , , + 3 ) ! ( ,: 一 : ) !
( 6 )

但这级数收敛很慢
, :

> 2 时
,

要取很多项才能得到准确的 4 位有效数字
. : 愈大

,

愈难

用 ( 6 )式求出 Z 的值
,

因此在实际应用中仍不方便
。

我们 的计算表 明
, : 妻 2 时

,

可 用

最陡下降法将 Z 表示成一个一元实变函数的定积分
.

这个定积分可以很方便地用数值计

算方法求值
。

2 最陡下降法

本文只讨论情况 ( 5 )
,

这时

口 = 2之 3

P = ( 1 + x : “

)
“

利用一阶虚宗量贝塞尔 函数的积分表示

,
,

(二 ) 一

工 {
“ 。 W

一
切 5 i n Z : d :

兀 J O

得 Z

一典
一

价
: 5 i n Z

: 不d二 。 “ 场
2 \ /

咖 /
万

一 J O ,

对
一

x 的积分可写成

手
d X

一
3

尹
( ! ,

式中 六
二 ) 一 二 十 一

钧
: 、 : 2二 )

匀

,z/ ; 一

/
见 。 。 S二

( 7 )

( 8 )

( 9 )

( 1 0 )

( 1 1 )

又1 2 )

当 z
> 1时

,

对
x 的回路积分

,

可用最陡下 降法求积
.

即将绕原点的回路改 为 过 鞍 点
x 。
的最陡路线 C p

与半圆周 C
:

组成的闭合回路
.

卜细了
`

(对
二 o 确定杖傲的 位 置

、 。 ,

由

于 c os 举 < 。 时
,

在实轴上没有鞍点
.

我 们按 c os 举 的 . { 负泣把 Z 分成以下两个部分
:

Z = Z , + Z 。
( 1 3 )

Z
,

_ 一

立 f了 d 。 5 i n Z。 不d 二 。
二争

劣 ,

J , . , .

万 J o
( 1 4 )

Z

一今户
: 5 1一 。

知
一斗

一

( 1 5 )

本节先讨论 Z , .

这时 。 os , > 0 ,

在实轴 互有一个鞍点 戈
。 ,

x 。 一 〔(
。 。 s , )

“

/
3

22: 2 、 i n 。 〕 〔 ( 1 + 。 i n : )
’

/
3 一 (了

一 S i n : )
’

/
名〕

作变数变换

W = x 一 x 。

及函数变换
f (平 ) =

了( x )一了( x 。
)

于是 ( 1 1) 式化为

( 1 6 )

( 1 7 )

( 1 8 )

d X · 2“ 3

f
` ” =

一
“

了
(

一于
d、 一

“

` (一
( 1 9 )

式中

了(
x 。

) 一
: 。 + c o s 、 x

百
`

/
` x

: /
( 2 0 )
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x , 二 x 。 + ( 1 /矛 )
厂( 、。 ) 一 不 + c o s : 〔 (w + 二 。

)
一 `
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于是
,

级故
:

白三复 W 月二 {n l 上
,

鞍点在原点
,

厂( C ) 二 o ,

笋
/

( O ) 二 0
.

在 鞍点邻域把

八W卜 W
“
助

。 + 舌下 + 好
、

`

: + 乙
。
W

“

+.
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直接

由 b
(,
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勺 P ,
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一
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/
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/
一

刃b 二 ( 3 c 。 : 叮 / 8 ;: 左今。
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` ::l

乙
: 二 ( c 二。 / 2 7二

`

,
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二
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)

洲
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邹
: 二
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、
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,
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:
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;
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( 2 1 )
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沂( W )展成幂

( 2 3 )

( Zd )

( 2 5 )

( 2 6 )

( 2 7 )

的值
,

一

可以 矶定在复 W 平而 上
,

虚轴就是被积函数的负扇区中的最陡 下 降 路 线

而且沿半圆周 C 、
的识分” O

,

于是
,

应用 2尹》 1 条件下复变函数积分的 最 陡 下

降路线识分公式
,

不仔借 C
`

的积分得

子
d、 · 2 “ 3

了
“ ’犷 ’ 一 t’l 。

( 1 2 2一
。

)
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/
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。
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。
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,
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、
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、
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/
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, u 一 } 以 。 ! 一 J七 U 。
甲 / C 几 , 儿 。 儿 l

厅。 二 玄刁 二

口
: = 一 l’. / 兀 且

2

A
: = ( 5不 1 + 5刃 a之 。 一 芜 。 ) / 、 8 、

:
*

:
d

4 = 一 i丫万 A
4

月
4 二 ( 5 / 4 60 8二

+ 1 4二

:
二 。 + 2` 、

式
一 2 2劣 ` x + 7 x

: )
石

.月上

光门矛
了胜、

、

!

姐
L义到 厅

4

项
,

代入 ( 1劝式
,

便得

Z 月 = 蕊兀 J 一 I
。 “

d o 5 1一 , 。艺· 芝 (

一
一 ; /: 二 3

/
“ 。 。 s: 〕

(
、
式

一

)
’

/
2

〔
` 一

《
一

六 )
一 :

、

(
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斯门

( 2 8 )

( 2百)

( 3 0 )

( 3 1 )

( 3 2 )

( 3 3 )

勺参数
,

对 ( ;; 3 )式进 污故值计 ;

Z
:

的计算

对于 ( 5] )式
,

作变数变换

O 二 万 一 中

荞是很方便的
,

这就是单链 S U ( 3 ) 积分的主要 公 式
.

目有
ù
的石

Z B 二 牡
一

仁 d。 、 、 n Z。

兀 一
J O

子
d 二 。 2 · “

f
· ` / ,

二巾 九
` ) 二一

c o s。
x(

十
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“ / 2 二一 /

2

( 3 4 )

( 3 5 )

( 3 6 )

妞变数
二 的回路积分

,

也可用上节所述的最陡下降法求积
,

先 由式( 二 ) 一 。确定鞍点

笙
,

这时在实轴上没有鞍点
,

我们取鞍点位置
x 。 = 1 /矛 (端 一 l)

润仁

式中
1

,

万。 = 石 气U 。 十 口 。 少十 之

乙
(丫

/ 了
)
`

一
’ ( 3 7 )
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而

再作变换

u 。 一 〔 ( 1 一 、 i n 。 ) z
e o s。〕
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c 。 s 。〕

’
/
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于是

式中

W = x 一 x 。
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(评 ) =
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刀
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丫
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)
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( 4 0 )

( 4 1 )
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g
;

(口) 二
。 / 4

.

4 2

乙气u o 十 v o 一 v o 一 u

( 4 3 )

9 2

( 8 ) =
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于是

汀

Z

一华
一

J犷
d “ S i n Z“ · “ “

〔“ 1` “ ’ “ ” 2 ` “ ’ 〕于
d w · 2 “ 3` · ` w ’

( 45 )

由数值计算知在 0的积分区间内
, g ,

(的 < O
,

所以 Z
:

之值随
: 的增 大 而 指 数下 降

.

对复数 W的回路积分可只取头一项即可满足精确度
,

直接代入复变函数积分的 最 陡 下

降路线积分公式得

子
d平

· 2· “ `一 ` ) 一 、、 、 (六 )
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式中
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夕
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,

/ B 二
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经过 化简
,

最后得

Z
。 二
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。
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’
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这个定积分可用数值计算方法求值
.

计 算 表 明
, : 妻 2 时

,

Z
B

《 Z 刁 .

例 如
: = 2时

,

Z
月 二 1 0 5

.

4 0 2 1 8 ; Z
。 = 1

.

5 1 9 8 x l o一 3 ,

只影响第 6 位有效数字
. : 愈大

, Z , 指数增加
,

而 Z
。
指数下降

,

所以对于
: 妻 2 ,

完全可 以忽略 Z
。
的贡献

,

于是得
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1
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4结论

在格点规范理论中碰到的单链 S U ( 3)群积分 (1 )
,

在 J = : 1情况下
,

可以比较方

便地求出 Z 的值
。

当 : 镇 2 时
,

可用 ( 6 )式求得
,

而 在 : ) 2 时
,

可 用 ( 5 2 )式 求 得
,

: = 2 时用 ( 6 )式与 ( 5 2 )式所得结果一致
。

我们用 ( 5 2 )式计算的结果如下
:

Z Z

2

3

4

5

6

1 0 5
.

4 0 2 2

8 7 3 8
.

4 3 2

1
.

1 3 5 1 7 0 x 1 0 6

1
.

8 9 4 5 2 1 x 1 0 8

3
.

7 0 9 5 2 2 x 1 0 1 0

Z

8
.

1 1 4 0 1 3 x 1 0 1 2

1
.

9 2 5 15 0 x l 0 工5

4
.

8 6 0 9 3 3 水 1 0 1 7

1
.

2 8 9 2 1 9 火 1 0 2 0

3
.

5 5 8 1 9 2 x 1 0 2 2

以上计算单链 S U ( 3 ) 群积分的方法也可推广到计算格点规范理论中遇到的 几 种有

关的 S U ( 3 ) 群积分
,

从而与 S U ( 3 ) 格点规范理论有关的单链积分
,

都可以 用 数 值 计

算方法求值
。
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