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摘 要

本文给出半序拓扑线性空间一类对偶定理的一般形式
,

同时利用 M ac k e y邻域的
一

个特

征
,

讨论了强拓扑的可分解性与。一凸性并获得相应的结果
.

关越词 局部可分解空间
,

局部序凸空间

几个定义 〔 ` ’ :

设 ( E
,

E
十 ,

夕 )是半序局部凸拓扑线性空间
,

圆
、

凸集7 c E
,
V的可分解核 D (V )

D ( V ) = C o 〔一 (V 门E
+

) U (V 门E
,

)〕

V的序凸包F (V )

F ( 7 ) = (V + E
+

) 门 (V 一 E
,

)

称 ( E, E
+ ,

尹 )是局部可分解空间
,

若夕存在 一 个 由 可 分 解 邻 域 组 成 的 局 部
_

)夫

丈D (V) !人犷
:
} , 称 (万

,

E
+ ,

尹 )为局部。一凸空间
,

若尹存在一个由序凸邻域组成 的 局部

基 <F (V ) !V
。犷 :

)
。

文献 〔 1 〕
,

〔 2 〕
, 〔 3 〕等给出的对偶定理都是描写一个开的 : ( E, E夕 )邻 域 或 一 个

(T F
,

E 产
)邻域的对偶关系

,

下面给出关于两个不同的议 E
,

E产 )邻域的对偶关系
.

定理 1 设 ( E, E
十 ,

夕 )是一个半序局部凸拓扑线性空 间
,

U
,

V 是 绝 对 凸 零 点 的

以 E
,

E 产
)邻域

。

若刀 ( i nt V )是零点议 E
,

E 尹
)邻域

,

那么

F (V
O

) C U
O
嘴= ) D ( i

n t V ) 。 i n t U

证明 设D ( i nt V )。 i nt U
。

由于 i nt V及 i nt U也是绝对凸零点的夕邻域且

i n tV = 夕
,

i n t U = U

因此 D ( i
n tV )。 i n t U ~ 令 (D ( i

n tV ) )
” =c ( i

n tU )
。

= 今 F ( ( i
n t V )

。
) =c ( i

n t U )
。

= 二》 F ( ( i
n tV )

“
) c ( i n t U )

。
= 今 F (V

O
) =c U o
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反之
,

设 F (V
。

) C U
o 。

如 果 x e i n tU
,

则 存 在 占) 1 ,

使 6x o i n t U
,

此 时 也 必 有

舀x 。 D ( in t V )
,

因若不然
,

由分离定理存在 介E 产

f (D ( i
n t V ) ) ( 1 ( f ( 6

x
)

也就是说
,

存在 f。 ( ( D ( i
n t V ) )

“ == F ( ( i
n tV )

。
) = F (V

o

)
.

但 f
。
( i

n t U )
“ == U

。 ,

相 抵
.

又
_

依题设 D ( i
n ,V )是零点的亏( E

,

万 ,) 邻域且显然还是凸的
,

因此由叙。万获不可便得

( 1 /占) ( 6
x
) = x o D ( i

n t V )

下列定理 1的推论是半序空间中几个常用的定理 〔 ` ’ 。

推论 1 设 ( E, E
+ ,

夕 )是半序局部凸拓扑线性空间
,

U
,

V是零点的绝对凸 : ( E, E尹 )

邻域
,

如果 D ( i
n t V )是零点的

:
( E

,

E 尹
)邻域

,

那 么

( i ) F (V
o
) C U

O
嘴= 势D (V )。 U < = > D ( i

n t犷 )〕 i n t U

i( i) 特别
,

若 U = V为开邻域
,

则有

F (V
。
) = V 。嘴= 势 D (V ) = r <片势 D (琳

= V

推论 2 设 (E
,

E
, ,

夕 )是半序局部凸拓扑线性空间
,

V为零点的绝 对 凸: (E
,

E 产
) 邻

-

域
.

若D (V )是零点的
:
(E

,

E
了

)邻域
,

则 D (V )为零点的夕邻域的充要条件是 D (V) 是 零

点的夕邻域
。

推论 2 的论证是容易的
.

事实上
,

由于 V是绝对 凸零点邻域
,

便有

D “ n , V , D D

(合
V

)
==

合
一

D (V )

知 D ( i nt V )也是零点
:
( E

,

E ’
)邻域

.

现若 D (均是零点 夕 邻域
,

则存在零点的绝对 凸邻
·

域 U
,

使D (V ) D U
,

由推论 1 便知 D ( V) 为夕邻域
。

我们知道
,

拓扑线性空间 (E
,

夕 )中吸收
、

闭
、 ·

圆
、

、
气

凸集 ( 桶 ) 族形成了 强 拓 扑 ,

(E
,

夕 )中吸收所有有界集的圆
、

凸
、

吸收集族构成了B
O r n O lo g i ca l拓扑等等

.

一个联想

到的问题是
:
怎样的一族圆

、

凸吸收集形成M “ “ k o y 拓扑呢? 引理将给出二个
` ( E, E

尹

)

邻域的新特征 (
4〕 .

引理 设 ( E, 夕 )是局部凸拓扑线性空间
,

V 是五 中
,

的 圆
、

凸 吸 收 集
,

那 么 V 为
:
( E

,

E `
)邻域的充要条件是 fe V

兀
时

,

厂
·

为夕连续
。

·

证 明 只要证充分性
.

记
. ·

· ,
·

扎
一

{户
:

中
`〔 “

,

噢” 凸吸收
如 ,

二 · :
,

! 二 1 , 2 , … …

{
那么不难知 E上可确定唯一局部西线性拓扑 ( E扮

`
)

,

, :
是它的零点局部基

.

以下来 证

T 产 二 `
( E

,

E 产 )
。

记

A
’ ` =

{
,` ( E

,

一 )
,

!。
A ) 、 1 ,

A仁 E

}
设 f。 ( E

, : 尹
)
产 ,

则存在 V。岁 : ,

使
力夕

了、̀....产k

门 U `

. 二

户̀..,、

一一

,丫

V右
.
于

.



第 1 期 林金祯 可 分 解 空 间 注 记

由于有限个的紧凸集之并的凸包仍为紧集
,

故

I “ 、
丫 产

_
(只

I U `

)
一 C 。

为
_ _

U U
“ ` C · *

必
、
U犷

二 C :孰
U
:

由此便知 厂。 (刃
,

少 )
尹 ,

又显然
, T / , 丁

(E, E 产 )
。

证毕
。

关于 ( E
,

E
十 ,

尹 )的 M ac k e y拓 扑和弱拓扑的可分解与序凸的对偶特征
,

已有明确的结

论 〔 `〕 .

以下 给出关于强拓扑可分解的对偶特征的一些结果 〔” ’ .

定理 2 设 ( E
,

E
* ,

尹 )是半序局部凸拓扑线性空间
,

石
十

闭且生 成
.

若 E二是
。 ( E ` .

E )

·

完备
,

则 ( E
,

E
十 ,

夕( E
,

E 尹
) )是局部可分解空间

.

证明 设 V是零点圆
、

凸爪 E
,

E 尹
)邻域

,

由 E
+

生成知 D (V )是圆
、

凸吸收 集
,

从 而

D (V )是零点的口( E
,

E 产
)邻域

。

下面进一步证明D ( V )是口( E
,

E 产
)邻域

。

设介D (V )
兀 ,

则对任意既V 门E
* ,

有厂( u) 镇 1 ,

由于 V是圆
、

凸肛 E
,

E 尸
)邻 域

, `

已 的

度规 P
。

( x) 为 以 E
,

E 了
)连续

,

并且 E
、

上的超线性泛函 f 满足

f (
u
)成 Pv

(
u
)

,

V u o E
+

由B o n s u ` ,定理
,

存在 。 。 E
乡

= ( E
,

夕( E
.

E `
) )

`
使

f (
u
)成夕 (

u
)

,

F u o E
、

f (
x
)〔 P。 ( x )

,

F x `万

, , 。 。

一
,

一 二 , ~ ,

,
, _ , _ : 、

△
_ , : _ 。 . ,

,丫 工 _
二 `

。 。 _
二 `

一

也即存在 。 ` E石
, 。 ) f

·

记 f 二 。 一 ( g 一 f )丝 g 一 f
+ ,

f
+ “ E ;

,

现证 f
+ ` E口

·

因 “ ` E + ,

或加 ( E
,

E, )完备的充分且必要条件是 ( E二 )
。“ = E二

,

同时依题设 E
十

闭
,

于是有

或
== (E二)

。“ = ( 一刃
十

)
“ = 一

或

E竺
= E二

这样便证得
:

若 feD V()
` ,

则 feE 二
.

于是由引理知 (D F )为零点的
:

(E
,

形 )邻域
.

又 已得

知 D (V )为夕( E
,

E 了
)邻域

,

因此由推论 2便推出D (V )是夕( E
,

E 尹
) 邻域

.

( E
,

E
, ,

口( E
,

E
十

) )

为局部可分解空间
。

系 设 ( E
,

E
十 ,

夕 )是半序局部凸拓扑线性空间
,

如果 i nt E
+

铸功
,

则

( i ) ( E
,

口( E
,

E 尹
) )局部可分解 ;

( 11) ( E
产渭 ( E

尹 ,

E ) ) 局部
。
一凸

。

证明 in t E
十
子叻

,

那 么每一正线性泛函连续
,

由定理 2 的证明即知结论 ( i ) 正确
.

现证 i( i )
.

设 , i nt E
十 ,

则存在零点圆
、

凸邻域 V使

e + V c E
,

对 ( E
,

尹 )的任一个圆
、

凸有界集 B
,

存在久> o ,

使几B C V
,

也就有

e + 久B c E
*

1 。 , , . , 。 、 . , , . , 。 、 、

今 A = 乏
一

C o 〔 一 ( e + 几B ) U ( e + 几B )〕
久

-
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则 A是圆
、

凸有界集
.

设 二 B
,

有关系式
` ~ 月.

el几
尸十 又x 二 x 十 , x 十 。 E

, 。

或 X 二
x 全

几

由于刀为均衡集
, e 。

(
e + 久刀 )

,

于是有
。月

,

又显然
九

x + _

又

己 + 久x

又

`

` A

因此有 B 仁 A 自E
十
一 A n E

十 ,

E
十

是严格口一锥
,

由 S c k ae f e r
定理知 ( E

,

E
, ,

创 E
,

E `
) ) 为 局

部
。一凸空间

.
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